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1．緒  言  

自然科学あるいは社会科学のいずれの分野に．於ても，時間の経過と共にその  

値が不規則に変動した物理恩あるいほ時系列データ等を取扱う必要のある場合  

がきわめて多い。このような不規則変動巌を何らかの手段に．よって合理的に．評  

価しようとする学問が確率過程論（StOChastic or random process theory）と  

呼ばれるものである。   

本論文は，工学的問題を1つの例にことって，この確率過程論の教える所を援  

用して不規則現象を数学的に正しく記述することを試み，統計的規則性に基い  

て＼理論的側面からの問題解決を図ろうと意図したものであって，とりわけ機械  

・構造物の設計に際して屈要な問題となる金属材料のランダム疲労寿命の推定  

への応用に閲する研究療果を報告するものである。   

さて，機械・構造物は自然環境あるいは運用状態のもとにおいてこ荷温もしく  

は環境ストレスを受ける。機械・構造物に作用するこのような外部荷重ほ実働  

荷重（serviceload）と総称されている（1）が，このような実働荷重ほ．－・般には  

その正負ピ－・ク砥が時間的紅きわめて複雑叱変動したものであって∴再現性の  

はとんどないランダムなもの－ランダム荷重（Ⅰ’andomIoad）－と考えられる○  

たとえば，クーーピソ翼やプロぺラ・シャフトに．負荷される荷蛋（2）とか，自動車  
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や鉄嵐車輌が走行時に．路面やレールから受ける荷重（3ト（7），船舶の航海中に・受   

ける風波荷重（8）・｝（11），航空機に．作用する突風荷患や操舵荷重（12）～〈17），あるいは  

発電所，化学プラント，ビルディングや橋梁などの構造物に作用する風荷重や  

地震荷重など（18）′－（糾，そのいずれを取上げても通常は不規則な変動荷重（ラン   

ダム荷重）であることが多くの実測デー一夕から明らかである。   

ランダム荷重を受けると機械・構造物はその動的特性と複雑に・関連した不規   

則な応答を呈するので，この動的応答の特性を充分認識しなけれは合理的な設   

計は行い得ない。また近時の著しい工業技術の進歩に．伴い，機械・構造物ほま  

すます苛酷な使用条件の下での稼働を余儀なくされるに至っている。加えて，   

実際の磯城・構造物の破壊原因のはとんど大部分は構成部村の疲労破壊による   

ものであり，またそ・れらの破壊が麿接に．多くの人命紅係わる問題を提起する場   

合が少なくない現状を深く認識するとき，このような不規則紅変動した実働荷   

重こに．対する材料の疲労強度や疲労寿命を正しく推測し，以て機械・構造物の疲   

労破壊を未然に．防止すべき設計手法の確立を図るこ．とこそが，至急に．完遂され   

るぺき重要課題であると考えられる（21）。  

この目的のために．は．，まず不規則に．変動した実働荷重そのものに対する取扱   

いを明確紅する必要がある。すでに述べたように．，実働荷婁は通常ほその上下   

限が複雑に変動したランダム荷重であることが多く，またランダム荷重が本来   

非決定論的（indeterministic）な発生．メカl＝Iズムをもつことを考えれば，必然   

的にその取扱いほ確率・統計論約手法に立脚したものとならざるを得ず，確率   

過程論を応用した不規則現象の数学的記述を通して，ランダム荷重の基本的統   

計諸騒がまず明らかに．されねばならない。  

ところでランダム荷重の中でも定常ガウス性（正規性）ランダム荷重は，（a）   

パワ－・スぺクトル密度のみによってその確率的特性が完全に．規定されるので   

解析や数学的取扱いが簡便であり（22）・（2‡），また事実ガク、ス（正規）分布に関す  

る研究が非常に進んでいること，およか（b）応用上現われる確率過程は中心  

極限定理（頭）・（25）によって，少なくとも近似的にガウス確率過程として取扱いう   

ることが多いこと，などの理由により，実働荷重疲労の研究における一般的荷   
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重モデルとして，きわめて基本的かつ重要なものであると考えられる。すなわ  

ちガウス性ランダム荷畳に．対する材料の疲労挙動を正しく認識することは一般  

の実働荷重把対する疲労挙動解明の基礎となる（26）。   

上述のような観点から，本論文伝おいてほ．，まず不規則現象をいかに数学的  

に記述するかに．ついて考え，ガウス性を仮定した場合のランダム荷蚕の確率・  

統計論的取扱い とその基本的統封諸嵐について論じる。次にこのような統計的  

因子が疲労寿命に．どのような影響を及ぼすのか（27）を明らかにする目的から，主  

としてピーク応力の自乗平均平方根（ⅠmSピ－ク応力）グ椰と，パワー・スぺ  

クトル密度分布における周波数帯域とに．注目して研究を行った結果について述  

べる。実際の機械・構造物部材ほ，1－－・般には，設計上の要請から多くの応力集  

中部を有したものであることほ周知の通りである。従って平滑材のみならず切  

欠き材のランダム荷重に．対する疲労強度や疲労寿命を明らかにする必要があ  

り，また材料によっても疲労挙動ほ相違するであろう（28）。そ・れゆえ本研究に・お  

いて－ほ．半硬鋼ならびに．アルミ合金の2種類の材料を供試材とし，平滑および切  

欠き試験片によって実験を行った。  

従来，実働荷重下においてほ不規則な応力履歴のもたらす疲労被害の進展が  

複雑多岐をきわめるために，累積損傷法則（29）を適用して一計算のみ紅よって疲労  

寿命を推定することはきわめて困難であるとされてきた。しかしながら，定常  

ガウス性ランダム荷重紅おいてほ，その数学的取扱いの手法が簡便であって統  

計諸騒が理論的に求められる（80）ため，計算に．よって疲労寿命を推定する試みが  

有用な手段となるであろうと考えられる。そこで， 

を与えて得た実際の疲労試験結果に修正マイナーの方法を適用して累積被害  

（累積繰返し数比）∑（狸／Ⅳ）を求めれば，常に  

∑（〝／Ⅳ）＝1  

が成立つような基本∫－・Ⅳ曲線の修正法について考察し，得られた曲線をラン  

ダム∫－・Ⅳ曲線（81），（82）と称して，これ紅よる疲労強度や疲労寿命の推定法につ  

いて本論文に．おいて併せて論述した。   

2不規則現象の数学的記述とその基本的統計諸量   
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2．1確率変数と確率過程   

本論への導入として，まず初め紅確率変数ズと確率過程ズ（≠）について簡単  

に説明を加え｛：おくことにす・る。周知のように確率変数（randomvariable；通  

常ほ大文字で表示する）ズとほある実験あるいは観測の結果を表現する数億す  

なわち実現借（realization；通常，確率変数に対応した小文字で表す）の集合  

をいい，その集合の従う確率法則によって，実験の結果を一・意的に予言するこ  

とはできないが，確率的には予言することができるという性質をもつものであ  

る。すなわちズとそれの従う確率法則とが与えられれば，たとえばズがある  

関係βを満足する確率ダ〔耳〕が求められる。この確率ほ相対頻度的解釈に基け  

ば，  

ダ〔β〕＝1im嶋む些L  
，い→二1  〃  

（1）  

と表すことがで きる。ここに・，〝ほ互いに独通■に．実験を繰返す回数であり，  

紹〈且）ほ．この乃回の独立な繰返し実験において実験結果が与えられた関係且を  

満足した回数である。   

ところで確率変数ズは実験結果を表す数値の集合であるから，実験の結果が  

有限個しかない場合に．ほ，Xは有限個の離散的（discrete）な値のみをとるこ  

ととなる。この場合にはXを有限離散型確率変数（finite discrete r・andom  

Variable）といい，またたとえば1つの硬貨を毎回独立紅投げ続けて初めて表  

が出るまでに要した回数ズを考えるというような場合，ズほ離散的ではある  

が無限個の値をもちうるので，これを無限離散型確率変数（infiliitediscrete  

randomvariable）という。一一方これに対してXが連続的な実数値を実現催と  

してとるというような場合には，Xほ連続型確率変数（continuous random  

Variable）と呼ばれる。   

さて，これまで実験の結果が数値の集合で表される確率変数の定義紅ついて  

考えてきたが，実験紅よってほその結果が時間の関数で表されるような場合が  

多々ある。そして1回の実験の結果として，このような数多くの（無限個の場  

合も含める）時間関数のうちの1つが選ばれるとき，この時間関数の集合を確   
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率過程（stcchastic or randornprocess）X（i）と呼ぶ。確率過程X（t）はまた  

別の表現をすれば以下のようにも考えることができる。   

いま，きわめて概念的に考えて，全く同職・・の不規則現象の発生機構が、形個あ  

るものとし，それらから生じた不規則東象を常時観測しているものとしよう。  

しかるときは，いずれの観測結果も暗闇ヂの周数で表され，しやもそれらほ，  

たとえば図1に．示すように，互いに異なったものであって全く同じということ  

図1確率過程としての不規則現象の把握（確率過程の頗本関数）   

は－▲般紅ほ起こり得ないであろう。第烏番目の観測結果を努々番目の標本関数  

（sample function）と称して，こ．れをX（た）（t）（1－・∞くi＜∞）と表すこ．と紅す  

れば，こ．のような狸個の標本関数の集合  

ズ（わ＝（．ガ（た）（才）），ゑ＝1，2，3，‥・，乃  （2）  

がいわゆる確率過程と呼ばれるものである。勿論狸ほ任意の大きさの自然数で  

あって差支えないが，一山般には〝→∞と考えられる場合が多い。なあ 式（2）  

における変数tは確定的（determininstic）なものであって何ら確率的要素はな   
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く，才を特定すればズ（≠）は前述した確率変数として取扱うことができる。す  

なわちたとえば事象βを  

g巴（一方1くg（≠）≦方2i  

とすれば，式（1）ほ確率過程ズ（わが時刻才においてれと．方2との間にある確  

率の相対頻度的解釈を与える。   

不規則現象を表現するためにはそれが確率変数で表されうるのか，あるいは  

また確率過程として表す必要があるのかを区別して考える必要があるが，以下  

の議論においては主として工学的見地から不規則現象ほ確率過程として表現さ  

れる必要のある場合を考えること紅する。   

2．2 時間的確率密度と集合的確率密度（38）   

確率過程ズ（f）はどの時刻才をとっても連続型の確率変数であるものと仮定  

する。ズ（f）の任意の1つの標本関数．鴛（た〉（わがα・とげ・＋d打との闇の値をとる時  

間確率g（た）（グ）おほ，先め図1年示したように，ある時間間隔丁内払おいて  

ズ（た〉（f）の備が縦軸区間（打，グ十村）の間紅ある時間素分離1，』≠2，・：・，』才乙を求  

めるという操作を概念的にr・→∞の極限に．まで延長して行うという考え方から  

以下のよう紅与えられる。  

g（た）（グ）ゐ＝1im（』ムヰ・』才2ヰ…・十』～ェ）／r  
r一一CO  

（3）  

式（3）から求められるg（k）（0－）は時間的確率密度関数（temporalprobability  

density function）と呼ばれ，これを用いて標本関数x（た）（i）の時間平均（tem・  

porトalaverage） 

r   

爾芋J：帥α・・g（た）（グ）ゐ＝㌔聖寺仁・方（た）（f）df  
（4）  

2  

一方このような時間軸を中心とした考え方に．対して，集合的な考え方紅基づ  

くものがある。すなわち，確率過程g（f）に‥おいて，時間をヂ＝～紅．固定すれば，  

烏に応じて値．方（た）（′）をとる〃個のランダム（確率）変数の集合が得られ，それ  

紅基づいて集合的確率密度関数（ensembleprobabilitydensityfunction）hc（q）  

が求められる。すなわち，時刻才＝≠近海ける邦個の観測値   
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方（1）（f），．光・（2）（≠），‥…，．焉（鶴）（ヂ）  

のうちの沼個が（J，グ十か）の範囲にあるものとすれば，  

あ（J）ゐ＝1im〝Z／搾  
免■●（×）  

（5）   

したがって，時刻化おける集合平均（ensembleaverage）箱は次のように  

（注1） 計算きれる。  
宗野＝J：∞Jゐ£（可ゐ  （6）   

上述のように，不規則現象を確率過程として記述する場合にほ，必ず時間的  

側面と集合的側面の両方を同時に．考慮していかねばならず，その取扱いはきわ  

めて複雑なものとなる。この際，もし確率過程ズ（りを構成するいずれの1つ  

の標本関数もズ（f）の代表関数になりうるものとすれば，確率過程の統計的特  

性はそ・のうちの任意の1つの標本関数を時間的紅考察するか，あるいは任意の  

定めもれた一時点に．おける各標本関数の値を集合的に考えるか，のいずれか  

に．よって求められることに．なり，取扱いは簡単となる。この放に．従来定常性  

（stationarity）やlエルゴL－ド性（ergodicity）という概念が論及されてきた。  

以下このような概念に／ついて考えよう。   

2．5 定常性とエルゴード性（30）牒）～（36）   

再び確率過程ズ（才）はどの時刻fをとっても連続型の確率変数であると仮定  

して，まず多次元確率密度関数を次のように導入する。すなわち，いま時刻  

≠£（戎－＝1，2，…，〟）におけるズ（りの値をズ（≠i）（菖＝1，2，‥・〟）で表し，記  

号＆を以て，ズ（′豆）が．方官と．方官十ゐ‘との間に．ある事象  

β宜＝（．方宜＜ズ（才名）≦朴十血豆）（査＝1，2，…，〃）  

を表すものとする。ここで，これらの事象β1，ガ2，…，旦裾の全部が同時に実現  

する確率を考え，それを次式  

（注1）本論文では時間平均を表す記号としては－・を，また集合平均を表す記号として   

は－・－…・を用いるこ．とにする。集合平均を考える場合に．は実際にはfを固定して得られ   

るガ個の模本関数の値，・芳（1）（≠），∬（2）（≠），・，・方（㍑）（f），を対象とするわけであるが，   

記号的紅は右肩の添字を取除いて買方と簡単に膚き表すこととする。   
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P〔β1，β2，」川・，鮎〕  

＝ノ■坤1）ズ（‘2）∴老ぃ〟）（・れ，・ガ2，…・，・方叔）血1ゐ2…d方彪  （7）  

セ書き表すことにする0このとき，上式中の・／■」r（£1）ズ（£2）…・・■之（£叔）（・れ，・鴛・2，・，・方忍）  

が凡才次元（結合）確率密度関数と呼ばれるものであって，これは常に．非負の  

数で，しかも次の条件   

上仁イ：ノズ。‘1）‡（′2）‥‥是・。‘叔）（・方1，ガ2，…，・方叔）血払‖・血叔＝1  
（8）  

を満足する。また（几卜欄1）次元確率密度関数ほ〟次元確率密度関数の，た  

とえばxu紅関する周辺密度（marginaldensity）として  

．／－■r（～1）ズく‘2）1・・・ズ（‘弥1）（・方1，・光一2，・巨方叔－1）  

＝J：的・′■勒，明り・・r（′視）（・先1，・尤2，…，・鴛叔）d旗  
で与・えられる。  

（9）   

さて，ここで確率過程ズ（才）の定義を改めて次のように厳密紅与・えるこ．とに  

する。すなわち，確率過程ズ（≠）とほある統計的性質をもった時刻fの関数  

方（た）（≠）（烏＝1，2，3，）で構成される集合であり，こ．の統計的性質はズ（fl），  

ズ（≠2），・・・，ズ（f視）の凡才次元結合確率密度関数  

／■r（′1）ズ・“2）…・■才（£叔）（・γ1，一光2，・－，・芳■彪）  

がすべての凡才の値について，またすべての軌，才2，…，ね‘〉の組について与え  

られるということによって規定されるものとする。しかるとき，、定常性とは次  

のように定義することができる。すなわち，もしズ（≠1），ズ（声2），…，ズ（≠叔）の  

〟次元確率密度関数がズ（才1＋て），ズ（わ十丁），州弓・，ズ（プ加十て）の〟次元確率密度  

関数と，〟，丁のすべての値，ならびに．（≠1，f2，…，∠彪）のすぺての組について，  

全く同一㌦であるとき，換言すれば   

ノ■・町1）・Ⅹ・（£2）∴左・（£叔〉（・方2，・方2，‥，・先褐）  

≡．／’■Ⅹ・（‘1＋丁）i・（‘2十丁）…一訂（‘廻・丁）（・れ，れ，‥・㌻・，・緑）  （10）  

が成立し，式（7）で表されるM次元確率密度関数が時間移動（time shift）  

に．ついて不変となるとき，その場合には確率過程ズ（f）を強定常（stI■0喝1ysta－   
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tionary）または狭義の定常であるという。このように．，強定常性とは確率過程  

ズ（りのすぺての統計的性質が時間によって何ら変化しないという性質を意味  

している。しかしながら現実問題としてほ，  

（i）∬（ゎが強定常であることを証明することは難しいことが多い。  

（ii）物理的工学的見地からは，3次元以上（〟≧3）の確率密度関数を取  

扱う場合はそれはど多くはない。  

（iii）3次以上の積率（モ－メソト）の推定を入手データから行う場合に・は  

大きな推定誤差を伴うこ．とが多い。  

などの理由から，－・般紅工学的見地からは2次元（凡才＝2）までの定常性を問  

題乾するのか単通である（＄¢）。すなわち，上述の定常性が少なくとも2次元まで  

の確率密度関数，／宣・（£）（・光一）および．ん（‘1）g（‘2）（1れ巨ガ2）について成立つときを問題  

とするこ，とが多く，この瘍合X（i）は（少なくとも）弱定常（weaklystation・  

ary）であるといわれる。弱定常はまた広義の定常ともいわれる。ズ（g） 

常であれば，  

（i）．わ・（‘）（．方）＝．／五（‘＋丁〉（．方）ほ時刻≠を含まない。したがって，先に．述べた  

集合的確率密度関数ゐ£（．方）はどの時点において－も全く同一となり，  

あ（．方）…通（．方）＝ノ■ズ（£）（．方）  

と表され，また対応する式（6）の集合平均は  
ヽ′ヽ′ヽ′ヽ′■  
∬（f）＝且〔g（≠）〕＝囲＝定数  

となる。  

（11）  

（12）  

（ii）ノ五（‘1）∬（£2）（れ，・ガ2）＝．／五（‘1十丁）ズ（£2け）（れ，・方2）は時刻≠1と≠2とを含むが，  

とれらは t f2・－・ムlの形で書き表すことができる 。というのほ，この形のみが  

任意の時間並進変換に対して不変となるからである。したがって，  

（の一方（′十丁）＝β〔ズ（才）ズ（ム十で）〕干孔㍑（丁）  （13）  方  

と書くことができる。こ．こに．，孔㍑（丁）は後述するズ（≠）の自己相関関数（au－  

t∝Orrelationfunction）である。   

逆紅式（12） 

るといえる。   
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次にエルゴ」－ド性について考え．よう。ここでも先に・弱定常性の導入を正当化  

したのと同様な理由から，3次以上の高次砥率（モーメント；mOment）は考え 

ないこ．とに．する。   

さて，すでに第2・2節で述べたように，確率過程の各々の標本関数．方くゎ）（≠）  

とその時間の並進変換．尤（た）（才＋て）とに．関する時間平均として次式を考える。  

r／2  

珂行ヨ聖キJ＿ア／2・方（た）（才）d≠  
（14）  

r／2  

禁与．J■＿ア／2・榊）1刑＋で）d柏5）  呵鎧（丁）  ．方（た）（≠）ズ・（た）（f十  

この際，もし上2式から得られる珂万および月脇（丁）が，それぞれ，先に．式  

（12）および式（13）で与えた集合的考え方紅基づく 世どおよび鮎∬（丁）に一致  

するならば，すなわら  
■ヽ■【一・■lノヽ一  

手汀砺＝〝エ＝E〔ズ（≠）〕＝ズ（f）＝定数  （16）  

旦投（T）＝．方（た）（才）．方（た）（才一＋て）＝孔㍑（T）  

（17）  且〔ズ（f）g（方寸丁）．）＝∬（り．方（fヰ 

が成立つならば，確率過程Ⅹ（わは（少なくとも2次の税率まで）エルゴード  

性を有する（er・gOdicである）と称する。このように・エルゴーード性とは時間平  

均と集合平均とが一一億するという概念であり，また式（16）および（17）から分  

かるように確率過程の嘩本関数に関する時間平均がゑに・無関係紅同様紅等し  

くなるという壷要な概念である。勿論，式（3）で与えた時間的確率密度関数  

g（た）（，ダ）も烏に偲関係となる。エルゴ－ド性を有した確率過程紅おいては任意  

のl‾1つの標本関数－iから式（14）および（15）を用いて平均値囲および自己  

相関関数鮎．y（丁）を求めることができ，取扱いがきわめて簡便となる。もしも  

エルゴ－ド性が成立たない場合には〝∬と凰‡・∬（T）を求めるためには，同じ集  

合把属する多くの標本関数を観測しなければならず，現実問題としては処置に 

苦しむこと紅なる。なお，．エルゴーード性を有する確率過程ほ弱定常過程である  

が，その道は必ずしも真ではない（エルゴ・－ド過程は弱定常過程の部分集合で  

ある）。   
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2．4 自己相関関数とパワー・スペクトル密度（30）・（83）～（39）   

本節では，エルゴ－ド確率過程ズ（≠）－一前節の論議より，これ 

くとも弱定常過程でもある・Nの自己相関関数（autocorrelationfunction）な  

らびにパワ・－L・スぺクトル密度 

ル密度ともいう）について考える。前者ほ．確率過程ズ（才）が時間儀域内でどの  

ような相関挙動を呈するかに鳳する情報を与えるものであり，また後者咋周波  

数領域における情報を与えるものであるが，後述する養うに．，両者の間紅ほ密  

接な関係が存在する。   

さて，ほじめ紅構造物の動的解析に最も深い関係をもつスペクトル密度につ  

いて考えよう。前節で述べたように，定常．エルゴード過程でほその確率過程  

g（≠）に属する任意の1つの標本関数のみを時間的に考察することによって統  

封的性質が求められる。そこで任意の1つの標本関数をガ（≠）と表す七とにすれ  

ば，これほ時間領域（－∞，∞）において非周期関数（nonrperiodic function）  

であることは明らかである。そこでいま，図2紅示すような擬周期関数モデル  

鋤（才）を概念的紅考えよう。すなわち方r（≠）は次式   

だし■■れくr／2 

‡ 
（18ニα）  

r  

で定義される関数であり，またち戸（2曾＋1）7ソ2（す＝0，±1，±2，…う なる不  

様本関数 z（≠）  

一7 一－7   ブ  r  

図2 標本関数・方（g）の擬周期関数モデル・ギア（J）   
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連続点における．方r（≠ヴ）の値ほ  

方r（f¢）＝如（f。・）＋鋤（才9‾））／2  （18－ゐ）  

で与えられるものとする。このよう軋定義された関数・方r（のは周期rの周期関  

数であるから，次式に示すようにプーリ1エ級数展蘭（Fourierseriesexpansion）  

でき（40），しかもr→∞の極限が．方（f）そのものを与え．る。  

方r（f）＝伽／2・＋∑（αたCOS（dた才十∂ゐSin（dたわ  
貯＝1  

αた＝与J三ニ2 
柑（f）cos誹，々＝0，1，2，‥ 

みゎ＝与／’：ニ2・痛si岬・‾れ鳥ご1，2，‥…  
α圧㍉＝27沌／T  

（19）  

ただし，  

（20）   

ここで仮に小ま．方γ（f）を単位の抵抗中を流れや電流と考えることにすればこ  

の電流が単位時間当たりに消費する平均のパワーは次式で与えられる。   

（21）  

如＝与†■：ニ2榊）｝2d≠  

ところで，周知のようにJと沼を同時に・は0とならない非負の整数とし，また  

αり二＝27r／／r   

恥も＝2汀∽／r  i  

（22－α）  

とすれば，正弦関数および余弦関数の間に・は次の直交条件が成立することが分  

かっている。  

cos（dLt・Sinα〉，ntdiニO  

cos（dけ・COS肋訪離＝（r／2）∂ち仇  

sin（Dli・Sina）mtdt＝（T／2）8ln  

（22－・∂）  

ただし，   

∂ェ仇＝0 （Jキ∽の場合）  

∂～仇＝1（J＝仰の場合）  

（22－C）   
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式（21）紅式（19）を代入し，これに式（22－∂）の直交条件を適用して二平均パワ  

ー¢rを計算すれば，   

如＝寺J：ニ2（伽／2ヰ真（α烏COS銅sin伽た才）〉2df  

ニ与蔦〔（伽／2）2＋真（（α曲折（抽湖鞭  

＝（伽／2）2ヰ・∑（αた2ヰーみた2）／2  
l■＝1  

（23）  

となる。   

ここで再び式（19）に注目してみよう。式（19）は任意の周期関数．方T（の（周期  

T）が直流成分（’＝aO／2）と円周波数（circularfrequency）wk（＝27rk／T）の  

異なる無数（点＝1，2，・……）の正弦・余弦関数を重畳したものとして表されう  

るということを示しており，このうちとくに．（α克COS（d長≠・＋∂ゎsin（け鬼才）は第烏調  

和披（k－thharmonicwave）と呼ばれるものとなる。とのような第k調和洩  

のもつ単位時間当たりの平均パワ－をこの調和彼の円周硬数がα伐であるとこ  

ろからⅣ（α晩）と普くこと隠すれば，   

Ⅳ（α晩）＝二手J：ニ2（鶴COS刷抽胡≠  

＝÷J：ニ（（α胸軌（抽びたの2）df  

＝（αた2ヰ・∂た2）／2，烏≧1  

Ⅳ（α慄）＝圭蔦（伽／2）2df  （24）  

＝（伽／2）2，  ゑ＝0  

となることが分かる。式（飢）を式（お）に・代入すれば，  

00    毎＝Ⅳ（∽0）・＋∑Ⅳ（α柏）  
た＝1  

＝∑lγ（α伐）  
た＝0   

（25）  

すなわち，周期rの周期関数須（f）を，フ・－リ・エ級数展開咋・よって，円周披数  

伽0（＝0痛流成分），α1（＝竿），α2（＝音），∽3（＝等ト…の無数の正   
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眩・余弦波の和として表したとき，．方ア（f）の有する平均パワーー・ ほ各調和披（膚  

流成分も含めて）の平均パワ－の和として与えられることが分かる。各調和彼  

のもつ円周波数α伐を横軸に，またIy（α戊）を縦軸軋とって図示するものとすれ  

ば，lγ（∽憺）は円周波数間隔  

A∽＝27r／r  （26）  

毎の線スぺクトル（離散スぺクトル）となり，これらの線スぺクトルの他の総  

和が如を与える。ここで，密度的な考え方を明確紅するため紅新た紅揖たの関  

数C路（α旅）を次式  

Ⅳ（α憺）＝G．rx（α憺）』α  

＝2方Gズ・一Ⅹて（α伐）／ア  

サなわち，  

G．某．γ（∽た）＝rW（相克）／（2符）  

（27・－α）  

（27一∂）  

で定義し，離散スぺクトルを連続スぺクトル紅拡張することを考えよう。  

血た＝甜た＋17－・伽た＝A妙＝2方／r  

とすれば，  

最戸鼠ぬ＝2打点／r＝ゑ血た  

となるから，式（25），（27－α）～（29）より  

00 く■〉  
如＝∑d∬∬（α伐）』ひ＝∑G一花・∬（烏山克）水根  

た＝0  た＝0  

（28）  

（29）  

（30）  

ここでr→∞とすれば，離散的円周汲数列咄は適続的円周波数ゐとなり，革  

た一九掩および∑ほそれぞれゐおよび．†■で置換えられ，さら紅∬γ（f）→∬（わ；  

如→¢ズ（＝確率過程g（のの任意の1つの標本関数．方（わが単位時間当たり紅  

消費する平均パワL－一っ となって，結局式（30）は次のように表現される。  

¢ズ＝J：Gズ■諷・（ひ）ゐ  

＝禦¢r∃空手／■：：：2｛酬df  （31）  

式（31）におけるG．‡・，社・（ひ）が確率過程ズ（のの（パワ・－）スぺクトル密度と呼ば  

れるものである○ズ（才）はエルゴ」－・ド性を有す卑ものと仮定しているから，式  

（31）ほまた集合的表現を用いて，   
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⊥ 
即（ズ（緋2〕＝1im〈方（た）（才））2  

か畑雅 た＝1  

悪手Jてニ2｛・酬d才  

＝J：G■キスト（α）ゐ＝¢■‡  （32）  

とも書き表すことができる。すなわち確率過程ズ（ヂ）のもつ単位時間当たりの  

平均パワ一転はパワ－・スぺクトル密度Gズ∬（α）の伽紅関する積分で与えら  

れ，これはまた数値的k，ほX（i）の自乗平均値（meansquare value）に・等しい。  

この意味においてGxx（w）ほ．また自乗平均スぺクトル密度（mean squaIe  

spectraldensity）とも呼ばれる。この際注意すべきことは，円周波数wを連  

続変数として捕えれは，ある特定の円周披数∽のもつパワ－は，G．宥ズ（り）が有  

限であることから，  

limG．訂一考・（ひ）一dむニ0  
」‘、■一∩  

となってしまう仁．とである。すなわち，ある特定の円周波数のもつパワ・－－・の論  

議はできず，微小円周披数範囲（ひ，∽十d山）でのパワ－・Gm・（餌）ゐを論じな  

ければならない。これほ丁度連続的確率変数ズがある特定の実現値．方をとる  

時の確率が0，つまりP〔、g＝．方〕＝0という関係と類似的である。   

以上においてほ円周披数山は甜≧0として取扱ってあり，物理的意義を有し  

串ものであった。しかしながら後述するように数学的取扱いの簡便さのために 

は，円周政教餌の領域を（－∞，…）紅拡張し，しかもパワ一成分が（－∞，  

∞）ゐ円周級数領域で絶対値の等しい円周披数に．対して，全く同一・の値をもつ  

ものと考える場合がしばしばある。このような場合にほ新た紅ぶ．‡・．‡（∽）なる関  

数を導入し，  

∫ユ・．電・（伽）＝∫胴（一山）  

＝G．左∬（α）／2，ただしα≧0  （33）  

と定義する。すなわち∫T．よ・（伽）は偶関数であって，その値は対応するG．尤・ズ（伊）  

の半分である。∫．rA・（餌）もま琴パワ・－・スぺクトル密度と呼ばれる。とくに，  

両者を区別する必要のある場合には，G一之．左・（伽）（揖≧0）を片側（連続型）スぺ   
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クトル密度（One－Sidedspectraldensity）あるいは片側自乗平均スぺクトル密  

度（On占－Sidedmeansquare spectraldensity）と称し，Sx一貫（w）（－OOくo＜  

∞）を両側（two－Sided）（自乗平均）スぺクトル密度と呼ぶ。Gxx（w）とS朋（a＞）  

との関係ほ図3に・示す通りである。  

円榔皮数山  

図3 片側（自乗平均）スぺクレレ密度G一‡・ズ（伽）と両側（自乗平均）  

スぺクトル密度∫ズ・ズ（α）との関係  

次に式（19）で与えられる擬周期関数モデル．糎（f）の複素数表示を考えよう。  

正弦・余弦関数を指数式で表示すれば（．グを虚数単位として），  

COSα〉鬼才＝（βク仰わ8十β‾プぴたり／2  

Sin叫諸＝（〆仙たしβ‾ブぴたり／（2．グ）  ‡   
（34）  

で表されるという事実と，式（20）で与えられる鶴，∂たおよび伽わを烏の負の飯  

域紅拡張すれば  

i   

（35）  

α＿た＝ αん   

み＿ん＝・－みた   

（d－た＝＝‾■■（d克  

なる関係があるという事実に．基づき，簡単な考察を行って結局∬ァ（≠）ほ次式の  

ごとく表される。   

・尤川＝ヰ1真F■左∴（α痛）紳  

ただし，  

アズ（α兢）＝（αた一－㈲  

（36）   
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＝／：ニ2・柑（f）（cosαた榊0たわd才  

112  ・－－∫ヱ2－  

r／2  

＝。†  xT（t）〈cos（十伊ki）＋jsin（・⊥・Oki）i  
ノーr／2  

＝†’：ニ2方㈱棚   
（37）  

ここで再び式（28）および式（29）を用いて，式（36）および式（37）を㌻ヰ∞  

の極限に．おける連続的周波数の場合に拡張すれば，   

方（矩Ii抽（f） 
r→tゆ   。た〆 

＝＝去J：∞ダg（ひ）β7り‘ゐ  

F∬（ひ）＝J：研一ガ（畔㈲gdg  

となることが分かる。式（39）のダズ（伽）は－一般には複素数であって，これを  

方（才）のフ・－リ．エ変換（FouhertIansfoI・m）といい，また式（38）の・方（f）ほ  

Fx（o）の逆フ－・リエ変換（inveISe Fourier transform）と呼ばれる。すなわち  

式（38）と（39）は／いわゆるフ・－リェ変換の対（Fourier’transform pair）を構  

成する¢i）。式（39）から実数関数。γ（≠）に．対しては  

アズ（・－・抄）＝アズ・＊（0）  （40）  

であるこ．とが容易紅分かるム ただし記号Ⅰ‾＊」は共役複素数を表す。   

さて前述したパワ－－・スぺクトル密度と上述のフ」－リエ変換との関係につい  

て考える。式（20），（24），（27・－み）および（37）から  

Gズ且・（α恍）＝rW（α鴨）／（27r）  

＝r（α孟・＋み…）／（47r）  

＝（うー（αん・－㈲）（÷（射ブ∂た））仲r）  

＝ダ．‡・（以戊）・F．左・（・－α蟻）／（ガ㌻）  

＝】F．ズ（わん）【2／（符丁）  

ここで，T→∞とすれば，  

（41）   
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G．rズ（α）ニ1imG．訂．甘（叫）  
r・疇■08  

，：…」ダ（咄）i2  ＝lim」一  
オr  r・■→00  

碧封差′2・γ㈱棚圭2  

ただし，∽≧0  

－・方，式（33）を用いれば   

ふ㍑（伽） 呵頼  禦志げニ2 軒  

（42）  

（43）  

（注2） 式（42）あるいは式（亜）がパワー・・スぺクトル密度の定義式を与える。なお，  
式（41）はPef貌Valの定理と呼ばれることがあろ。   

次に．，確率過程ズ（≠）の自己相関関数紅ついて考える。定常エルゴ－】－ド性を  

仮定すれば，自己相関数凡㍑（で）は通常次式で定義されるようなものである。  

点ズ．だ（丁）＝β〔ズ（才）ズ（才1一丁）て〕  

靂ヰに′2相㌧榊王）df  （44）  

ここに，∬（f）は確率過程ズ（のの任意の1つの標本関数である。再び式（18・岬 

めで定義され，式（19）のようにフ－－リエ級数展開される擬周知関数モデル  

γ㌢（才）を考えれば，形式上．方γ（f十丁）は  

∬ケ（′十丁）＝伽／2十∑け動COS（dた（f十丁）十∂鳥Sin（Jた（才十丁））  
．ヒ＝1  

（45）  

（注2）ここでは確率過程ズ（′）の任意め棟木関数∬（′）を用いて∴∬㍑（α）の定義を与え  

ているが，より脚般的紅ほ次のよう紅考えれげよい。すなわち，まず区間ト  
においての確率盈  

∫γ（伽）＝去・†崇2神棚2  
を考え，r→∞に．おけるこの∫r（α）の期待値をぶズズ（以）と定義する。   

∫ズⅩ（α）＝1imβ〔ぶ㌢（伽）〕  
アーサ00  

なお上の∫ズズ（伽）が確定するためには■丁斤ズズ（丁）が絶対積分可能でなければならな  

い。   
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として与えられるが，この．糎（打丁）は，式（18・・－α）′で与えられる・尤7（≠）＝＝・方（f）  

の定義域が（・－・γ2，γ2）であることから，図4に・例示するように，・γγ（≠十丁）＝  

鴛（f＋丁）となる定義域が（一門㍗2，㍗2）とは一一傲せず，次の計算式に‥おいてど  

図4 擬周期関数・芳㌢（g）と柑（f十丁）の定義域の差違   

として示されるような誤差を生じる。   

一対㌢勅（汗丁）離   

（威十船津OS∽た丁）＋∈〕  （伽／2）2・十（1／2）∑  
エ■こl  こrこ  

1  

▼’‾ r  

－＝∑Ⅳ（（り几）cos（山九丁十ぎ／r（’．■■式（24）より）  
ん＝11  

＝∑G皿（鋸）（COS鋤丁）．d山鳥十ど／r（∴■式（27－〃），（公）より）  
た＝0  

上式においてT→∞の極限を考えれば点．キ■Ⅹ・（丁）が得られ，したがって   

足■Ⅹ・・r（T） 悪手J■：ニ2・刷γ、…df  

＝1im ∑Gx．x・（α眈）（cos（dkT）Aa・k十1imE／T  
J隼かヰ0鬼＝0  グ’一－－‘＞○  

（r－00）   
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ニJ；G丘・■貰（餌）co岳∽Td餌  

また式（46）から，  

批（一丁）＝J：Gズ・∬（伽）cosα（一丁）ゐ  

＝J：c－訂ズ（小OS即丁ゐ  

＝足長・r（丁）  

（46）  

となるから，足音キ（丁）ほ偶関数であることが分かる。式（33）の関係を用いれば  

凡㍑（T）は両側スペクトル密度∫一差・A・（0））と次のように関係づけられる。  

振（丁）＝J；G■宥ズ（∽）cos∽Td甜  

＝2J：∫一‡・∬（餌）c？S即d伽  

＝J：00∫m（o）coswTdu（∴‖Sx甘（o），COSoTが共に偶関数1・C  
あるから）  

＝．仁∫Ⅹ・∬（餌）（COS伊叶ふα丁）do  

＊㌻B  ’00  
（47）  ∫メーズ・（0）♂恒ゐ   

なお上式紅おいてはぶ見方（伽）が偶関数，Sin（dTが奇関数であることから  

仁∫ズ・・方（伽）sin山Td∽＝0  

となる随係を用いてある。   

式（47）の最後に．現れる尺．訂．方（丁）とぶ一r∬（以）の関係は先に・述べた逆フ－ジュ  

変換の形となっている。それゆえに．また∫．x■．で（餌）は月見・．尤・（丁）のフーーリエ変換と  

して次式のように．表すことができる。   

∫．‡・ズ・（ひ）＝去†：卯如才・（丁）β瑚 （48）  

－・般には，式（47）と式（48）をWiener－Khintchine（仲L－K）変換もしくほ  

Wiener－Khintchine関係式と呼ぶことが多い。ここで注意すべきことほ，普通  

に定義されたフーリエ変換でほ．，時間領域≠から周波数領域αへの変換の際  

に．は係数1／（27r）が現れず，逆変換のときに．1／（27r）を考えるが，Ⅳ－∬変  

換ではこれが逆となっている点である。これは確率過程ズ（≠）の自乗平均（平   
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均パワーうが去瓶（∽）の紛ではなく∴∫■r∬（0）の積分で表されるように  

するためである。すなわち，式（44）および式（47）にてで＝＝0とすれほ，  

凡㍑（0）＝β〔〈ズ（≠）門  

－－∴ 、∴ニ  
ニJ■：00∫ズ∬（伽）d山  

（49）  

同様に  

G」之・．方（伽）＝25一．翳ズ（0）  

！仁  凡㍑（で）g‾■恒dT  ′んノ■－00  

＝ニ÷J：め鮎ズ（丁）cよd）丁か  

＝÷．√ご鮎貰ト（丁）cos揖TdT   （50）  

式（46）と式（50）  

場合もまた。J’；G∬  
もまたWiener”Ⅹhintchine変換と呼ばれることが多い。この  

方（伽）♂∽が直接に自乗平均を与えるように係数 2／汀の位置  

が普通のフ－リエ余政変換（Fourier cosine transform）の対とほ逆紅なってい  

る。   

以上述べたように，定常エルゴーー・ド確率過程ズ（わの自己相関関数孔㍑（で）  

とスぺクトル密度Gズ∬（0）もしくは．ぶ．rg（揖）ほ相互に変換可能であり，一方  

が既知であれば他方は少なくとも原理的にほ計算されうるものである。また  

G一Ⅹ・∬（伽）＼と∫ズ・g（伽）を比較した場合，数学的に．はぎ左・ズ・（伽）の方がはるかに取扱  

いやすいので，一山般紅．は∴㌔・ヱ・（α）を（自乗平均）スぺクトル密度として用いる  

ことが多い。   

2．5 確率的入力に対する線形系の応答特性について   

エ学的見地から構造物の入出力関係を例に．とって議論を進める。一般匿構造  

物に不規則確率過程としての外部荷重が作用するとき，構造物というフィルタ  

－を通して現れるその応答値も確率論に．支配された不規則確率過程となるであ   
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ろうこと．は容易に想像される。   

いま－，簡撃のため入力としての不規則荷重も出力としての不規則応答も1成  

分であるとし，前者を∬（才），後者をy（ヂ）とする。また系（system）は定係数  

（COnStant parameterS）の線形系（1inear system）であって，たとえばLを時  

間についての線形微分演算子（linear differentialoperator）  

エニα花・十α花－1 十…十α1十伽  （51）  

としたとき，ズ（≠）とy（才）とほ  

y（′）＝エ〔ズ（f）二〕  （52）  

で結ばれていると仮定する。ことに．定係数とは系の基本的性質が時間的紅不変，  

すなわち式（51）の係数伽，仇，α2，…，α几が時間の経過虹対して不変の定数で  

あることを意味し，またエが線形変換であるというのは，ノて才）およびg（－わを  

弗階の微係数を有する任意の≠の関数であるとしたとき，任意の定数∂およぴC  

に．対して，  

エーケ／（f）十Cg（≠）〕＝みエ〔ノ’（′）〕十Cエ〔．g（≠）〕  （53）  

が成立することを帝味レている。さら紅，確率過程・ズ（才）なら・びに・y（≠）の間の  

関係を示す式（52）の確率的表示ほ，ズ（f）を構成するすべての標本関数．方くゎ）（f）  

と，それに．対応するy（才）の標本関数．γ（た）（f）との間で満足される関係を示すも  

のと解釈するものとする。   

さて－，定係数線形系の動的特性は，単位の衝撃関数（unitimpul岳efunction）  

もしくほデルタ関数（delta function）8（i）を入力とした場合のその系の出力  

として定義される単位衝撃応答関数（unitimpulse responsefunction）あるい  

は重み関数（we阜ghting function）と呼ばれる関数h（i）を用いて完全に．記述さ  

れる。すなわち，入力ズ（わに・対して，系の出力（鱒答）y（わほたたみ込み積  

分（COnVOlutionintegral；これはまた時とし七重ね合せ積分（superposition  

integral）とも呼ばれることがある）を用いて  

y（≠）＝  ゐ（≠一丁）ズ（丁）（た   
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・；、 ■ 
00     ＿一・l＞○  

＝ゐ（わ＊ズ（の  （54）  

（注3）  

と表すことができる。ここに眉己号t‾＊」はたたみ込魂関係を示すものである。  

定係数線形系が物理的に実現可能（physically realizible）であるために．ほ，系  

ほ過去の入力紅対してのみ応答することが必要セあり，このために・ほ  

ゐ（f）＝0，才く0  （55）  

が満足されなければならないので，物理的な系を取扱う場合紅ほ式（54）の積  

分の有効下限は－∞とする必要がない。また，系への入力が有界であるとき，  

その出力もまた有界であるならば，その系ほ安定（s払ble）であるといわれる○  

このような安定条件は  

、† ■ ○〇     －－00  

（56）  lゐ（≠）い〃くて∞   

すなわち，定係数線形系の衝撃（インパルス）応答関数ゐ（わが絶対積分可能で  

（注4） あるという条件に．よって満足される。   
っぎ紅系の周波数応答関数（frequency responsefunctjon）H（w）浸．っいて  

考えよう。周知のよう紅，ガ（㊥）ほゐ（才）のフ－リエ変換として定義され，した  

がってガ（紺）とゐ（f）ほ次のようなフ・－リ、エ変換の対を形成する（42）－（瑚。  

さ－、  
ゐ（ヂ）e‾タ山王dJ  〝（山）＝   

ノー‾の  

ゐ（≠）＝去．に恥）β明α  
ただし，式（57）の棍分の下限値は式（55）にJ示した条件から実際に・は0として  

よい。  

（注3）記号「＊」は先に．共役複素数を表すものとしても用いたが，その場合紅は右肩に   

つけ，ここでは四則演算の記号と同じく具申におくものとして区別する。  

（注4）l招）lニー†■：∽カ（丁）・方（恒）dT旦′■：∞■カ（で）‖∬（恒）いわ   

であり，・方（≠）が有界であるという条件から，すべてのf紅対して1γ（f）1≦Aを満   

足する定数Aが存在する。したがって，  

仁γ（f）】≦A†－：∝－カ（丁）世   
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さて，ズ（≠）およびy（f）のフ－リ、エ㌧変換をそれぞれダズ・（α）および1㌔・（ひ）と  

すれば，  

アユ・（∽）＝．I：∞ズ（わが亘巧加  （59）  

ダ舟）＝仁。y（わ〆亘巧幻  （60）  

ここで，式（54）のフーー・リエ変換を考える。一・般に．2つの関数のたたみ込み積  
（注5）  

分のフ′－リエ変換は各々の関数のフ－・リエ変換の積として表されることが分か  

っているから，式（54）のフ－リエ変換ほ  

ダy（餌）＝ガ（u）ダ丑（む）  （61）  

を与える。すなわち，周波数応答ガ（∽）をもつ系の，入力ズ（≠）に．対する応答  

y（f）のフ－・リエ変換ほ入力のフ一－リ．エ変換とガ（山）との積で与えられる。   

応答y（≠）の集合平均について考えよう。一般に集合平均と積分順序は入換  

えてもよい担）から，式（54）を用いて  

：、  β〔y（f）〕＝  ゐ（ト丁）β〔X（け〕dT   

カ（丁）β〔ズ（才一丁）〕dr  

ノ ‾∝  

＝J：此    ノーC¢  

（61）  

したがって入力ズ（才）が弱定常確率過程（平均値〝．r）であれば  

都y（≠）〕＝〝．‡ノJ：00ゐ（丁）か  
＝〃Åガ（0）＝〝， 

すなわち応答過程y（≠）の平均値〝yは定数となる。さらに，   

（62）  

（注5＝（佃（桝妄（f）＝J’：∽ノ■1（T）ノ妄（′一丁） 

とし，ダ（伽），ダ1（以）およびダ2（伽）をそれぞれノー（f），ノ1（≠）およぴメ去（≠）のフ、－ジ  

ュ変換とすると，  

ド∝ノ（′）β－頼坤呈仁β一ブ・払£〔仁′潮ノ去（ト丁）d車  
ダ（以）＝   

（丁）〔仁β一輝坑（f一丁）d車  
「
－
ノ
「
・
1
r
・
ノ
ダ
 
 

ニ
 
ニ
 
ニ
ー
一
 
 

．
r
ノ
 
 
／
 
 

0
0
 
 
 
∞
 
 

…
一
∞
 
一
 
 
 

潮〔仁♂一世S榊）d∫〕か（∴り～一丁＝一夕と変換する）  

∞ ′■1（丁）β－‘㈲Tdり：ゎβ－呵’2（・S）♂・S  

（伽）・ダ2（伽）   

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ



第52巻 第1・2号  120   ・－・ヱ2クー  

即y（のy（腑）〕＝．ド∞†：∞妬1）緯2）別封トー・Tl）ズ（腑∵て2）〕dTldT2  
（63）  

と表されるから，弱定常過程ズ（f）の自己相関関数を凰㍑（T）とすれば，  

E〔ズ（ト・Tl）ズ（≠十で－丁2）〕＝＝忍．訂ズ（て・十て1－・丁2）  

となる事実を用いて，  

即y（のy（腑）〕＝J’：∞J■：∞緯1）緯2）凰㍑（丁十Tl－－て2）ぬdT2  

＝点アy（丁）  （64）  

と書き表すことができる。この点yy（丁）は応答過程y（わの自己相関関数であっ  

て，凡㍑（■丁）と同じく，時間差でのみに依存したものとなる。先に式（亜）紅示  

したと同じく，このRYY（丁）のWiener－Khi 

（自乗平均）スぺクトル密度ぶァァ（伽）を考えれば，  

あ・y（甜）＝去．J■：ゎ点yy（で）β－プ怖  （65）  

式（64）を式（65）に．代入すれば，  

紡y（α）＝去．に．ド∞J’：の姉）純2）凡㍑（で・＋て1・－て2）β‾彗わ1抽  
ここで，〟＝Tl，γ＝丁2，紺＝丁十Tl・－て2なる変換を施せば上式は  

ぶyy（伽）＝〔．†：∞拍）刑舶：∞晰叫［去J：め鮎且・（紺）β一叫  
＝ガ（・－・ひ）ガ（0）ぶ．x・∬（α）  

＝lガ（α）l25■．訂ズ（∽）  （66）  

となる。′ここ紅鮎∬（伽）ほ式（48）で与えられるズ（ヂ）のスぺクトル密度であ  

る。すなわち，一般に線形系紅おいては，応答y（≠）のスぺクトル密度は入力  

ズ（わのぞれに．系の周波数応答関数打（伽）の絶対値の自乗を乗じたものとして  

表される。この関係は一般に．工学的見地から構造物の設計を考えるというよう  

な場合に非常に重要な事実を示唆する。これを図示したのが図5である。図に 

おいて（β）は入力のスぺクトル密度∫慮・．訂（伽）と構造物の応答樽性lガ（ひ）l2の  

ピークが重ならない場合を模式的紅示し，（∂）は両者のピーークを与える周波数   
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がきわめて近接している場合を示してヽ、る。∫Ⅹ・∬（ひ〉とl〝（り）l2の関係が図  
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l  l  l                          ▼＝  

llJ周波数仙  

（b）Sxx（餌）とIH（餌）JZのと－タが  
破なり合う場合  

（a）Sxx（仙）とjH（餌）巨まのピークが  
琉ならな・い場令  

図5 入力スペクトル密度∫ヱg（伽）と応答スぺクトル密度∫yy（α）との関係   

（∂）のような場合には両者のピ－クの相乗作用のため＆y（∽）の値は一般に  

図（α）の場合よりも大きくなるであろう。それゆえ∫γ・f・（伽）の伽紅ついてゐ積  

分   

†‡∞∫ァ・y（餌）ゐ＝点ry（0）＝都｛y（捌2〕  
（67）  

すなわち応答y（f）の自乗平均値ほ図（∂）の場合の方が図（α）の場合に比べて  

ほるかに．大きくなるものと考えられる。この関係は広義の共振（reson叩Ce）現  

象を表すものと解釈されるが，構造物の設計原理としては，入力スぺクトル密  

度∫r．攫・（伽）が既知の場合に．は，このような共振が生じないように・ガ（ひ）を定め  

るぺく設計を行う必要がある。   

ことで，スぺクトル密度紅関連して広帯域（wide band）および狭帯域（nar・  

f・OWband）という概念をはっきりさせておこう。確率過程ズ（f）のスぺクトル  

密度をぶ最（α）とするとき，この∫ス・ズ（ゐ）が図6中紅点線で示したように非常   
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円周級数山  

図6 広帯域スぺクトル密度と狭帯域女ぺクトル密度   

に広範囲の円周波数領域に．わたってなだらかな変化を示すような場合にほ  

X（i）を広帯域の過程（wide band process）と呼ぶ。これに対して図6中で実  

線で示したようにぶ．才ズ（餌）がある特定の周波数の近傍で大きなピ－クをもち，  

それ以外では牢まり大きな倦をとらないような場合紅は，ズ（わは狭帯域の過  

程（narrow band pr∝eSS）であるといわれる。すでに．述べたように，スぺクト  

ル密度がある周波数の成分彼のもつパワ・－の程度を表すものであるこ．とを考え  

れば，広帯域過程転ばノいろいろの周波数成分波が同じような割合で幅広く混ざ  

って1、るため，各々の標本関数のもつ波形ほ非常に眉Lれた（violentな）様相を  

呈するであろう。これに反して，狭帯域過程の標本関数の示す波形は，ある円  

周披数の近傍に周波数成分が集中しているために．，個々の極大，極小値の大き  

さおよび等値経過の間隔は確率的紅変動するであろうが，全体としては正数披  

あるいは余弦汲に近いような様相を呈したものとなる。   

さて，最後に白色雑音（wh阜te noise）の概念を導入しよう。理想的にL帯広  

域の白色雑音とは云ぺクトル密度∫．訂．X・（∽）がαの全額域にわたっセ一足値  

ざA・一r（伽）＝ふ（＝・一定）  （68）  

であって，しかもβ「ズ（f）〕＝0であるよう、な確率過程ズ（≠）をいう。このよう   
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（注8）  

な確率過程ほ実在するものではないが，たとえば図6申軋破線で示されるよう  

な広帯域のスぺクトル密度の理想化として用いられることが多く，理論上は重  
（注7）  

要な確率鱒程である。白色雑音の自己相関関数孔㍑（丁）ほデルタ関数の性質を  

用いて，式（47）のWiener－Khintchineの関係式から次のようにJ求められる。  

凡m・（丁）＝一†ノ：∞ぶ∬g（α）βルーd匂  

．J：  βプぴrdび  ＝∫0   

ノ－一∞  

＝2汀ふ∂（で）  （69）   

なお，確率過程が広帯域であるか否か，さらにはこれを白色雑音として近似  

できるか否かの判断ほ，すべて確率過程のスペクトル密度艮r∬（抄）の広がり  

と，系応答のJガ（α）12の広がりとの相対関係に基づいてなされる必要があ  

るという点を充分認識しておく必要がある。  

2．6 定常ガウス性確率過程の基本的統計諸星（80＝叫～（3¢〉・（45）   

本研究紅おいては定常ガウス性ランダム荷重に対する材料の疲労寿命の推定  

法を考えるのであるから，このような定常ガウス性確率過程のもつ基本的な統  

計的性質について明らかに．しておく必要がある。既に．第1節に．おいて述べたよ  

うに，ガウス性（正規性）という概念は非常に．重要なものであるから，はじめ  

紅これについて一群しく論じる。  

（注6）g（′）を渾想的紅広帯域の白色雑音とすると，  

ガ〔〈ズ（≠）〉■去〕＝娠（0）＝J’：∞∫ズズ（伽）ゐ＝∫0r’：関ゐ完…  

となって，自乗平均が発散してしまラからである。  
（注7）′＝Joで連続な任意の関数¢（りに対しで，デルタ関数∂（f）とは  

†：∞∂（ト刷（f）d′＝仁∞∂（刷＋′0）d才＝仲0）  
で定義される。式①より8（f）のフーーリエ変換ダ∂（ぴ）は   

爪（α）＝仁∂（′）♂－わ句けニ〔♂－如〕£騙0＝1岬一仙  

したがって式⑧を逆変換することに．より   

∂（りこ去仁β佃血＝去．仁cosぴfゐ  
ゆえに・にe一両ゐ＝仁cos肌用b＝2方∂（f）  

式④はしばしば用いられる重要な関係式である。   
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2．6．1ガウス性確率過程の概念   

算2・5節において〟次元結合確率密度関数を用いて確率過程の定常性を  

厳密把．論じたが，ここ／でもこの〃次元確率密度関数を用いて議論すること紅す  

る。   

確率過程g（■≠）ほ任意の時刻才において連続型の確率変数であるとし，時刻  

才ま（よ＝1，2，…，〟）紅おけるズ（才）の値をg（才官）とする。しかるとき，ガウス  

性確率過程（Gaussianrandomprocess）とはM個q）X（ii）（i＝1，2，小h，M）  

に対して次の〟次元確率密度がいかなる値の凡才，いかなる（′1，≠2，・い，才劇）の  

組にbいても成立つ確率過程をいう。  

／ふ（乙1）∬（£2）…■訂く亡彪〉（れ，・方2，…，1方・灯）  

＝（2方）－〟′21C・∴「1′2β方♪トー㌻境（加訂）  （70）  

こ．こに，rは行列の転置を表す記号であり，C妄tは行列C⊥rの逆行列，またiCス・1  

はCgの行列式を表し，さらに」九・は列ベクトル  

β反＝〔・れ一仰．，」ガ2・－附2，…，紘一〝ヱ・叔〕  

ただし，  

陣乞＝βば（g£）〕（よ＝1，2，…′，〟）  

を表す。行列Cxは共分散行列（COVariance matrix）と呼ばれ，次式  

（71）  

（72）  

C■Ⅹ■11C■r12C∬1彪  

C∬21C・Ⅹ・22 …‥仁一ゝ2劇   

Cズ必1C∬裾2・‥‥nCヱ・彪廻  

C．‡・＝  （73）  

で定義される0ただし，CA・豆ブは・よ■＝ブのときほズ（才電）＝ズ（f7）申分散（va血nce）  

技逐表すものであって，  

C・r名£＝陀γ〔ズ（才名）〕＝都ば（オズト・叫〉2〕＝＝5主ょ  

また，iキjのときほX（ti）とX（tプ）の共分散（COVariance）を表し，  

隼・り＝C〃が〔ズ（≠‘），ズ（才プ）〕  

；β“ズ（才£卜町名）（ズ（わ卜世才〉〕 

（74）   
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＝βば（才官）ズ（≠タ）〕一件㍉牲㍉  （75）  

で与えられる。   

式（71）～（75）を用いれば，式（70）ほ．また  

差招1）ズ・（‘2）・・ユ・（‘〟）（寛1，・方2，…，γ叔）  

＝（2汀）－〟′2蔓C■￥・l－1／2gオーⅥ‡一差蓋c髪（恥－・〝ズ£）（∬珊グ）〕  

（76）  

とも表すことができる。ただし，C∬りほ行列Cプの算よ十グ安藤である。   

さて，ここでガウス性確率過程ズ（≠）ほ鱒定常であると仮定しよう。しかる  

ときほ，すでに述べた弱定常性の性質から，町名（去＝1，2，…，〟）は  

〝■r£＝β〔ズ（わ）一〕＝β〔ズ（≠）〕＝附  （77）  

となっですべて等しい定数〃戊■となり，式（75）紅与えたC■貰・乞ブ（£キグ）ほ  

C∬‘ブ＝凡m・（fクーり－－〝妄  
（78）  

すなわち時間差i才プ・－・≠£Ⅰのみの関数となる。さら紅式（74）のCA五官は  

Cr‘乞＝侮γ〔g（才乞）〕＝属〔（ズ（f£ト・揮〉2〕＝ぶ妄£ニ鮎訂（0ト〝笈（79）  

となることも分かる。自己相関関数足r」‡（丁）が偶関数であることに．注意すれば，  

式（78）および（79）から，ズ（ダ1），ズ（f2），…，ズ（f∬）の共分散行列の対応する  

要素は全く等しく，したがってその逆行列要素間に．も同様の関係  

C箋＝C婁  
（80）  

が成立する。さらに，弱定常性の性質から  

β〔g（わ＋丁）〕＝β〔ズ（才官）〕＝イは・（よ＝1，2，…，凡才）  （81）  

となること，および時間の並進変換才一ヰf十丁に対しては 

（オブ＋丁）－（、才官＋丁）＝f「丞  

となって丁は含まれないこと等を勘案すれば，ズ（fl），ズ（f2），…，ズ（わ′）の〃  

次元確率密度関数ほ時間の並進変換≠・→ヂ・＋丁に．関して不変，すなわら，   

／■l（‘1）一1・り2）…ズ（√．，′）（・れ，・方2，…，伽）＝ノニ■柑1＋T）■左・り2＋ご）・一￥て∫〟＋り（・方1，弟，・1，∬〟）  

（82）  

であることが分かり，しかもこの不変性ほ．〟とTの値およぴ（才1，f2，‥・≠∬）の   
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いかなる組にも関係しないから，「ガウス性確率過程に・おいては弱定常性ほ強  

定常性を意味する」ものといえる。   

以上述べた所から定常ガウス性確率過程ズ（才）の具体的な（結合）確率密度  

関数の形が以下のように求まる。   

〃■＝1のときほ，   

ノ・l・（り（・方）＝志g・方♪ト窃ど二〕  

〟＝2のときほ，   

／■」‡・（£1）．X（g2）（・方1，・方2）  

（83）  

）  
言ラニ＝rβ．方♪  か．㌔（1－・・P一㌔（丁）  2汀ざ一Ⅹ・㌦′1・－Pズ2（丁）  

（84）  ・－2pヱ・（丁）（．方1一一陣）（・方2－〝ズ）＋（・鴛2一世）2  

ただし，丁＝＝才2・－flであって，  

凡訂－訂（丁）－牲r2  

ぶ左・2  

（85）  錮（丁）＝匪（↓1）ヱ・（£2）＝  

こ・こ・にpx（tl）X（t2〉ほ・X（tl）とX（i2）の相関係数（COefficieutofcorTelation）  

と呼ばれるものであって－，次式で定義される。  

C〃ぴ〔ズ（fl）g（才2）〕  

p∬り1）ズ■り2）  
ノ侮γ〔ズ（f2）〕  ∴Y・f・：  とl・シナ▲二   

〈ズ（f2）・－・β〔g（f2）〕〉  ズ  （fl）一－β〔ズぴ1）〕〉  E〔〈  

1／ノ′侮γ〔Ⅹα1）〕・侮γ・〔ズ（f2）〕  

） 〕・丘〔ズ（f2）〕  ）   ズ（f2）〕一一月〔g（fl   β〔ズ（fl  
（86）  

レ侮γ〔．X（≠1）〕・侮γ〔ズ（f2）〕  

上式の定義から分かるように  

1－・1≦β左・（↓1）（・左・‘2）≦1   （87）  

であって，P■r（り一Ⅹ・（仁2〉ほガ（fl）とズ（f2）との間の「線形」関係の程度を表す尺  

度である。つまり，  

（i）もしp■諜・く仁1）・Ⅹく‘2）＝±1であれば，ズ（≠1）とズ（f2）の間の関係は  

ズ（才2）＝±〃ズ（≠1）十∂ （αは正，みほ任意の定数）   
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と書くことができ，逆もまた兵である。  

（ii）もしX（tl）とX（t2）が統計的に．独立（Statisticallyindependent）なら  

ば  

Pズ（‘1）rぴ2）＝0  

であるが，－・般に逆ほ必ずしも轟でほない。しかしながらガウス性確率過程の  

場合紅は式（84）から分がるように担（リズ〃2）＝0ならばズ（りとズ（f2）は統封  

的に独立となる。  

2．6．2 確率過程のレベル交差の確率   

確率過程ズ（才）があるレベルを超える確率紅ついて考える。ここでほ．取扱い  

の簡単さのために．平均値〝．㌢＝E〔ズ（f）〕＝0と考えることとするが，これ紅よ  

って何ら議論の一般性を失うものではない。   

さて，什方＝0の確率過程ズ（才）があるレベルJ（≧0）を微小時間（f，才・十d≠）  

の間に正の勾配で横切る確率を〝十（グ）dfとする。区けに示すよう紅，この微小  

図7 レベルグを正勾配で横切る．ガ（f）の裁片   

時間内ではg（f）ほ直線的であると仮定すれば，そのような事象の起こ．る確率  

は次式で与えられる。  

〝＋（J）d才＝中（f）く♂・ね＞ヱ諾坦〕  （88）  

ズ（f）とズ（f）の結合確率密度関数をノ■r（£〉ズ（‘）ほ，符）とすれば，式（88）右辺に  

示した結合事象の確率ほ図8に．示したぎ一行平面における斜線部領域∂内での   
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・・・・・・・・・・・・－・・＋ 一■■  
二，  ざ  

図8 式（88）の同時発生確率を求めるための積分傲域D   

ノ五（亡）立（り（ぎ，甲）の積分で与えられることが容易にわかる。したがって，  

〝瑚df＝‖ガ′’ガ（£）i（£）（吉，写）瑚甲  

子、二仁．．′－ユ；・・∴、．畔・  
＝dり：符ノ妄（‘，；“）（グ，細  

雨辺をdfで割って  

拍）＝イ■；ノ■Ⅹ・（‘，；（亡，（J・梱  

（89）  

（90）   

こ．の〝十（J）ほ．ズ（才）がレベル♂を正の勾配で（下から上へ）横切る単位時間当  
（注8）  

たりの平均回数の時刻才紅おける催を表す。   

ここでズ（f）ほ平均値丑方＝0の定常ガウス性確率過程であるとして，結合確  

率密度．／ゝ（り史（£）（ぞ，符）を求めることを考えよう。ガクス佐藤率過程ズ（わに．線  

（注8）離は成分小さいから，（才，f＋離）で交差は1回起こるか，あるいほ起こらないか  

のいずれかであると考えてよい。前者の確率を〝＋（す）d≠，後者の確率を；とすると交  

差回数の期待値は  
0×∈’＋1×J＋（♂）d≠＝〝＋（ケ）離  

したがってここれをdfで割った〝＋（グ）は時刻銅こおける単位時間当たりの平均交差回数  

を与える。  
なお，時刻fと断る理由は，非定濁過程紅．おいてはこの値り＋（♂）が時刻′を含む関   

数となることが考えられるからである。   
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形な操作（和・差・微分・積分など）を施して得られる確率過程はそれが存在  

する限りまたガウス性確率過程となることが分かっているから，ズ（f）＝dズ（f）／  

離もまた定常ガウス性確率過程であって，その平均値は  

都g（f．）〕＝－㌫〈即ズ（≠）‖＝蟹＝0  
（注9） である○ またズ（才）が定常ガウス性確率過程であれば，ズ（≠）とズ（≠）とほ互い  

（注10）  

に．独立であるから，P茸（£）ま（亡）＝0となる。これらの事実を式（76）から計算され  

るⅩ（f）とⅩ（≠）の結合確率密度   

，符＝ 
ノ■ズ（‘）；（£）（∈）読βヰー・行去諮（一芸  

一十 
）〕  

ただし，β〔ズ（ヂ）．〕＝β〔ズ（才）〕＝0から，  

（91）  

（注9）－・般に集合平均をとる操作と徽分操作とほ順序を入れかえてもよい。すなわち，  

β〔豊野〕＝芸（ざ〔ズ（両   

月〔常豊〕＝蒜（丘〔ズ（≠）ズ（∫）■）〉  

（注10）X（t）のスぺクトル密度をSxx（a））とすると，Wiener－Khintchine変換から   

餌（ト頑＝仁揖（α）βプ‘肋）ゐ  

したがって  

ぶ〔ズ（りズ（捉）二〕＝・〈枢（≠）∬（鵜益（両）  

．、●ミ′－．．＼∫∫・‥・t‥・′り・  
＝プ仁伽∫■光・・r（伽）g仰丁祝）ゐ   

ぶ∬ユ・（α）がαの偶関数であることを勘案し，上式において〝＝ヂとすると   

即ズ（油）〕＝ヤJ：帥αミズ・且・（伽）ゐ＝0  

E〔ズ（f）ズ（り〕  それゆえ，∂ズくり滋・（↓）＝   
∫ズ（‘）ぶ．方－り）  

となって，ズ（f）と ズ（f）ほ互いに統計的に溜虫立といえ．る。   
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5方2＝ガ〔〈ズ（才）〉2一〕  

ざ；2＝ニE〔〈ズ（f）〉2〕  

蝕；＝β〔g（f）ズ（わ〕／（ぶが；）   

（92）  

に適用して，最終的に定常ガウス性過程に対してほ 

ノ妄（£，左（£）（ぞ，甲）＝羞言♂・ガタト÷（意十盲蛋－）〕  （93）  

を得る。式（93）を式（90）紅代人して〝＋（α）を求めると，定常過程に・対して   

〝十（α）＝去芝叫－姦）  

＝ペ0）嗅十孟）  
（94）  

ここ紅，〃＋（0）は定常ガウス性確率過程，ズ（≠）が単位時間当たりに零レベルを  

正勾配で横切る平均回数（expectednumberofzerocrossings）であって  

ペ0）＝一  
（95）  

で与えられるものである。   

なお，非定常ガウス性確率過程g（f）に対してほ式（91）を式（90）紅代入す  

ることに．より  

拍）ニ去意叫－1㌫）ト／丁苛孟云叫（・－  2（1－P方一；・2）ざ方2  

（96）  

Pズ・；♂・  〕
 
 

）
 
 

恒／2花押意志－◎   
・レ′′1－Pズ＼左2ざ  

ただし，◎（・）ほ棟準正規確率分布関数（standardized normalprdbability  

distribution function）であって   

◎（〝）＝7詰。J■ニ伽β‾モ2′2dど  （97）  

で定義される。確率過程が非定常（nons也tionafy）の場合紅は一般紅・J∬，∫；，  

p．￥・；が時間の関数であることから，式（96）の〃＋（グ）もま′た時間の関数となる○   

ここで式（95）のり＋（0）をスぺクトル密度を用いて表すことを考えよう。   
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131  不規則現象の数学的記述とランダム疲労寿命の推定について  －－JβJ－－  

ズ（≠）およぴズ（ざ）ほ共に平均値0の定常過程であるから，  

ぶl・2＝E〔〈ズ（≠））2〕＝斤左＼r（0）  

・トト・・（ト  

また（脚注9）および（10）（34貢参照）紅示した所から，  

即ズ（才）ズ（〝）〕＝意振（ト・〝）  

（98）  

∂2  

∂ねわ  J’：  
ぶ一考′A（伽）βブ甜（£一郎）dぴ  

・、   －・   二ご・   

上式で〝＝才とおけば  

∫意2＝＝且〔（ズ（才）〉2〕  

（99）  

㌦且㍑（餌）dひ  （100）  

式（98）および式（100）を式（95）に代入して，  

〝＋（0）  

去 措  
ひ2G一‡・ズ（伽）dα  

（101）   

．†：  G．訂－訂（ひ）ゐ  

式（91）およぴ（93）に．示したⅩ（f）とズ（才）の結合確率密度の対称性を勘案  

すれは，式（94）および（96）ほ共紅g（′）が負の勾配で（上から下紅）レベル  

ー・J（グ≧0）を横切る単位時間当たりの平均回数〃【（・－グ）を示すものとも考え  

られる。   

2．6．5 極値（ピーク値）の確率分布   

平均値β〔ズ（f）〕＝0の確率過程ズ（≠）が図9紅示すように，時間領域（f，ヂ十d′）  

に．おいてqと0・十do・の間の大きさの極大値（maximum；正ピ］－Lク（positive  

peak）ともいう）をもつ確率P（0・）do－dtを考える。時間間隔dtVi充分に′J＼さい   
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図9 確率過程が時間間隔（い＋離）の間に大きさJ 

の間の極大点をもつ状態   

と考えてよいので（f，ま十df）においてはズ（≠）がはとんど変化せず十定値であ  

る，すなわちズ（f）がこの時間領域内でほ盾線的であると仮定すれは，そ■のよ  

うな事象が起きるための条件は，図10を参照して，次の（i）～（iii）の事象が同  

時に満足されることである。  

dt′＝立（t）／1k一（t）J   

図10 微小時間df内での・方（≠）の時間的変化  

（i）忍（f）＜0  

（ii）lズ（才）】df＞Ⅹ（f）  （102）  

（iii）J沌＞ズ（f）十㌻i由））／！的）l＞J   

条件（iii）は．，図9および図10に示すように，時刻トhか′（d≠′≦離）でズ（f）が  

極大点をもち，またその極大値が  

叩十離つ軍ズ（f）十g（悌′十一を一幼）（畔   
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霊ズ（f）十÷（由）‡2ハ如）箋  

として近似計算される所から明白である。   

こ．こで，先にγ十（J）を考えたときと同じような考え方把基づき，ズ（わ，ズ（f）  

海よびに度（f）の結合確率密度関数を．／’一r“）ふ（り滋（‘）（ぎ，符，；）とすれば，事象  

（i）～（iii）が同時に．起こる確率ほ以下のように計算される。   

… 

♪（J沖df＝イ：－00．†三．J■ニ；二三．り；1 ノ・粕言（8）滋く～）（ぎ，摘花練  

＝dα・可∵佑（£，丘・（£，滋（¢）（グ，…・）窮 （103）  

したがってニ，先に（脚注8）で述べたと同様に少（グ）d♂はg（f）が，時刻fにお  

いて，そ・の大きさが（J，♂十♂♂）の範囲にある極大値をもつ単位時間当たりの  

平均回数を与えることが分かる。それゆえ式（103）より得られる  

♪（打）＝．†詩・ノ■■￥・（り■；（‘〉‘t・（f）（α，0，ど）d∈ （104）  

は時刻fに．おいてズ（f）が大きさグの極大値をもつ単位時間当たりの平均回数  

の発生密度を表すものと．いえる。♪（グ）を（J，∞）の領域で積分し，これを症  

（α）とすれば，  

顔）＝．†ご♪（グ沖  

・1二l．「ト げ 丑・（£）．完・（£）二嘉（り（打，0，ど）dどゐ  （105）  

であって，この〃芸（♂）ほ，g（才）が単位時間当たりレベルJより上に極大点を  

有する平均回数の時刻≠に．おける値を与える。   

式（105）においてJ＝・－・∞とした場合の値を症と書くこと紅すれは，  

ンニ＝γ；（－∞）  

．J 

．†  

的 ′ニ∞ど・′’・r（～）′；・（。二嘉（り（d，0，ど）抑わ  

り’：  
0   

．／’見てり．；（£〉憲（‘）（J，0，∈■）あ明’  

＝．后・′■j・（り抽（0，一∈・）dど  （106）   
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式（106）で与えられる亮ほ時刻胱．おいてズ（才）が任意の億の極大点をもつ渾  

位時間当たりの平均回数を表すものである。  
（注11）   

さて，ここ∴で確率過程ズ（才）に．エルゴ－ド性とガウス性を付与しよう。そう  

すれば，割方（り〕＝0であるからズ（才）および虔（～）の平均値もまた0となっ  

て1また式（76）から結合確率密度ノ■．訂（り；ぴ）意（り（ぎ，0，ど）が次のように計算さ  

れる。  

′’且・（り長一（£）二吏（£）（き，0，；）  

＝（2方）－8′2－Cい1′望βヰー÷（Cll㌘十2C∂㈲＋C83∈・2）〕（1b7）  

ここに，Cはズ（f），ズ（≠）ト方（才）の共分散行列であって，  

C11 Clz Cls 

Czl Czz C23 

C81C32C8さ  

C＝  

（108）  

d巨1ズ（f）  
C£ブ＝ヰ書評L‥   

（£，ブ＝1，2，3）   

df／‾l   

で与えられ，またC名相逆行列C‾1の発言・－′グ要素である。（脚注9）および（10）  

（34頁参照）の説明を応用して，  

Cll二＝β〔g（わ・ズ（f）〕＝ざ茸2  （109－β）   

C12＝C21＝中（≠）・撃二〕＝β〔ズ（f）・抽〕＝0  
（109一の   

cl針＝C81＝云〔そ（f）・壁評〕＝首相（ヂ）ズ（〟）〕1祝＝£  

＝一各町－・〝）l祝＝ヱ＝一芸．仁∫ぷ・・r（伽）♂ブ伽（い眈）ゐl祝＝‘  

J■  

亡や  
α2ぶよ・一訂（伽）ゐ＝・－・扇・2 （＼●式（100）より）  

＝・－・C22  （109－C）  

（注11）すでに．第2・3節で述べたように．，確率過程が・エルゴ・－ド性をもてばその確率過   

程ほ少なくとも弱定常過程である。   
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葱：〕＝0（109－－の  
c23＝C82＝β〔撃と・莞㌢〕ニ中（f）・  

（l／C12＝C21の項参照）  

－ 上、－÷‾＿ ニ∴．、  ∴  

i、  
（109－β）  餌45’一方ヱ・（∽）ゐ＝ぶ憲2  

ノ‾‾00  

と引算されるから，これらを式（108） 

5．左2  0 －－5．妄・2   

0  ぶ．妄2  0   

－∫．を2 0 ざ滋2  

（110）  C＝  

それゆえに 

1Cl＝ぶ．；2（ぶ．葺・2ぶ．吏2－5．；4）  
（注12）  

となって，またicl＞・0である。  

（111）   

さてCが式（110）で与えられるから，同式からCりが求まり，これらを式  

（107）に代入すれば結合確率密度．／■r（りi・（り二f（と）（∈，0，；－）が求まり，それを式  

（104）に適用すれば，β（α）は最終的にほ次式のように計算される0   

♪（♂）＝－（てこ7盲義詩才〔．料叫車新）  

ー十鮒、云忘（1・十叫；…完））βゆ卜品）二〕  
ただし，  

Q＝ぶ．‡・2ぶ王2－－ざ．妄l  

・・一二 二＿ －‥∴・   

ここ鱒，erf（Z）は誤差関数（errorfunction）と呼ばれるものであるo  

また式（106）の〃エは  

＋ 1 ∫．滋    ン↑7～＝▲〉  
ぅ；J盲㌻  

（注12）ScbwaI・Zの不等式から   

S一呵∴轡・モ・（ひ）ゐ〕2く′：関∫■ズ・■r（匂）血†：出払4ぶ■r∬（伽）ゐ＝S一Ⅹ25・嘉2   
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【二（．仁04ざ・r■訂（山）ゐ）／りご田山2∫一文・ズ（以）か〉〕1′2  

〔（J；∽4Gヱ・ズ（擁）／（．′■；α2G・r∬（ひ）ゐ 汀′2  （113）   

1   

2汀  

上記のよう把∴打（≠）紅ガウス性ならびにエルゴー・ド性を仮定した場合に．は  

♪（α・）および浸はともに≠に無関係となることが分かる。また♪（グ）かを時間  

的側面から解釈すれば，ズ（才）の任意の標本関数．ガ（才）が単位時間当たりに有す  

る大きさ（グ，¢・十か）の間の極大値の個数の期待値（平均個数）を表すものと  

考えてよい。同様に寝ほ単位時間当たりの任意の大きさの極大値の平均個数  

（平均極大点総数）を表すものと解釈される。それゆえ，大きさJの極大値の  

発生密度を．／タ（J）とすれば，  

fふ（グ）ゐ＝♪（J）かル志  

すなわち  

メーク（グ）＝♪（グ）／〝孟   

式（112）および（113）を式（114）に代入して整理すれは，  

（114）  

¢・2  

㍍（グ）ニノ諾叫－・   2（1・－・九戸）ぶズ2  

＋意◎〔競〕β・方♪卜品う   （115）  

ここで◎（・）は先に．式（97）で示した標準正規確率分布であり，また入は任意  

の標本関数．方（わが正の勾配で（下から上に）零レベル（J＝0）を横切る単位  

時間当たりの平均個数p＋（0）の，同じく単位時間当たりの平均極大点総数〃肌＋  

紅対する比であって，いわゆる不規則度比（irregularityratio）もしくは零備  

経過率（zero－CrOSSing rate）といわれ，確率過程を構成する各々の標本関数の  

波形の乱れの程度を表すものと考えられる。式（101）および式（113）から   

也ニ 入＝＿  
甘m＋∫∬ざ意   

＝り■：関α2∫ズ・－訂（伽）ゐ）／〔（に坤（甜）ゐ〉（仁ひ4ざ∬g（α）か汀2   
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＝り：伽2Gズ∬（α）ゐ〉／〔り；Gg∬（ひ）ゐ）（．J’：α4G■訂ズ・（擁‡〕1／2  

（116）  

また（脚注12）（40貫参照）に示した結果から  

0くぶ支4くg慮▲2ぶ意2  

が明らかであるから，入のとりうる億の範囲は  

0く丸く1  （117）  

となるこ．とが分かる。   

式（115）で示される極大値の確率密度ノ■p（J）が不規則度比入に、応じてどの  

ように．変化するかを図11紅示した。確率過程ズ（才）が．エルゴー・ド性をもち，平  

均値0めガウス性過程であるうえ紅，さらにそれが痍帯域過程（narrowband  

pf00eSS）であれば，波形ほ．ほぼ正・余弦波に近いものとなり，〝＋（0）芸〝ヰ鵡と  

．●3  ＿2   －1   0   1   2  3  

無次元ピーク応力¢／ざx  

図11不規則度比入による極大ピ・－ク応力発生密度の変化   

考えられるので，不規則度比九は入→1となっ・こ，ノ■p（J）は次式で表されるレ  

－レ・一分布（Rayleighdistribution）に．近づく。  

′二（帖1＝意吋ト一品－）（α≧0）   （118）   

一方もしX（i）が広帯域過程（wide band process）であるならば，その療  

本関数の波形は非常に乱れたものとなるであろうから，〝＋（0）〈く〝＋偶，すなわち   

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ



貨52巻 第1・2号  －ヱββ“  138  

入→0に近づくものと考えられ，それゆえ／－ガ（ケ）は次のようなガウス分布に近  

づくであろう。   

ノ■ガ（J川→0ニ β・方♪（1－「㌫） （・－■∞くグく∞）（119）  

i式はもし平均値0のergOdicなガウス性確率過程X（i）が理想的軋広帯域で  

あれば，その標本関数の極大値の分布がズ（才）の分布と全く同一となるという  

こ．とを示している。   

一般に実際の確率過程に．おいてほ九ほ．上記両極端の中間の値をとるものと考  

えられるので，極大値の分布はレ－レ－一分布とガウス分布の中間のものとな  

る。   

以上，極大値に閲して得られた結果は，ガウス分布の対称性から，当然極小  

値について．も適用することができる。  

2．6．4 狭帯域確率過程の包路線の分布  

ゝ  平均値0のガウス性確率過程ズ（f）を・考え，さら紅そ  エルゴー・ド性を有す  

れが狭帯域であると仮定する。前節2・6・5で述べたように，理想的に・狭帯域  

の確率過程でほ不規則度比入は九→1であり，したがってy＋（0）⊆三〝m＋が成立  

つ。このことは，ズ（f）の任意の標本関数方（わにおいて，波が零レベルを下か  

ら上紅（上や、ら下に・）横切ればそれに対応して1つの極大値（極小値）が存在する  

こ．とを意味し，またある円周披数α他の近くに周波数成分が集中しているため  

に・，結局一方（才）の時間的な変化ほ図鼻2に漬すような三角関数的なものとなるで  

あろうことが示唆される。披が単位時間当たりに零レベルを下から上に（また  

ほ上から下に）横切る平均回数ほ式（95）のγ＋（0）で与えられるから，近似的  

に，これがいわゆる「見かけの振動数」となる。それゆえ．見かけの円周波数餌α  

は次式  

（120）  αα＝2方〝＋（0）＝ざ．；／ぶr   

で求まる。   

さて，標本関数．芳（f）が以上のように三角関数的に変化するときに・は，この  

x（i）になめらかに接するような包終曲線（envelope curve）a（t）の存在が示   
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図12 狭描域確率過程ズ（りとその包終曲線A（f）  

唆されよう。このα（才）を標本関数とするような確率過程をA（f）で表すことに  

すれば，ズ（≠）は近似的に・次式のごとく書き表すことができる0  

（121）  ズ（f）＝A（f）sin（dαf  

しかるときは，  

ズ（f）＝A（f）sinくd¢f十A（f）uαCOSα〉αf  

≡A（f）抑αCOS紺α才   （122）  

ここで，A（f）ほゆるやかに変化するであろうから，A（f）芸0とみなした（46）0  

式（121）および（122）から   

卿）＝竺2（項莞1）2  （1賀）   

っぎに，時刻＝こおけるA（f）の確率分布関数をFA（J）とすれば，これは  

ズ（才）およびズ（f）の結合確率密度ノーA・（りi（‘〉ほ，写）を削、て次のように思すこ  

とができる。  

FA（伊）＝P〔A（才）≦グ〕  

＝中2酢＋（  
星空）   

（lItl  

）2≦J2〕  

．／－．x（‘）．妄（‘）（ぎ，り）郎斬  
†イ叫脾2  

（124）   
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式（93）を式（124）紅代入し，；・ニー▼里→なる変換を施せほ， （・）ll   

♂・方車・÷（首＋笠）〕刷  ダA（♂・）＝．Jイ㌘＋飽2㌫  
上式紅式（120）を代入し，かつ∈＝㌢Sinβ，；■＝＝γCO畠♂なる変数変換を行えば，  

変換のヤコピアンほ  

∂g ∂∈’  

JJ・ ∂′  

∂；■ ∂g  

∂β  ∂β  

sinβ cosβ  

rcosO －rSine  

∂（ぎ，；）  

．1け．ノノミ  

であるから，   

FA（ 
可イγ軍≦J2う志㌻♂一方♪ト意）かdβ  

＝．†－；意叫－・－㌫）か  
グ2  

＝J甜β・ガ♪（・－・祝）d“卜意ニ〟と置く）  

0  

＝卜瑚（・－意）  

式（125）を微分すれば次の確率密度関数を得る。   

′ル）＝意β・方♪ 
卜芸す）  

（125）  

（126）  

すなわち，エルゴ－ド性を有した平均値0の狭帯域ガウス性確率過程の包終曲  

線の分布はレ・rJ／一分布となり，これほそ・の過程の極大値の分布紅等しくなる  

ことが分かる。   

5・実鱒ランダム荷重に対する疲労寿命推定法について   

前第2節で述べた確率過程の数学的記述法を援用し・て・，本節ではランダム荷  

重紅対する理論的な材料の疲労寿命推定法紅ついて論じる。そのために．，これ  

まで考えてきた確率過程X（t）が材料に負荷されるergodicなガウス性ランダ  

ム荷重であるとみなすことにしよう。また簡単のためβ〔ズ（f）〕＝0であると仮   
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定する。  

3．1ランダム荷重波の荷重頻度分布   

－・般に．材料の疲労寿命を推定するに．際して：は，負荷される荷重彼のもつ荷重  

頻度分布（loadfrequency distribution）が明らか紅されなければならない。  

荷重頻度分布としては負荷荷重波のピ－ク値に．着目するのか，または振幅値  

（レインジ値）に．注目するのかに．よって種々の方法が提唱されている（47）が，こ  

こでほ理論的な観点から主としてピ－ク備によるものを考え．ることとする。   

さて，平均値0のエルゴ－ド性を有したガウス性ランダム荷重ズ（g）に．おけ  

る極大ピー・ク応力の発生頻度ん（♂）ほ式（115）から明らかなように，零値経過  

率もしくは不規則度比入の備に依存して異なった形状のものとなり，その変化  

の様子はすでに．図11に示した通りである。ところで後述するように，本実験に  

おける入の値は，炭素鋼の場合，そのはとんどすべてが九＝0．7～1．0の間に分  

布したものであって（後述図24参照），図11から観察されるように，疲労被害を  

もたらすと考えられる応力範囲においては，この程度の入の差異による極大ピ  

ーク応力の発生頻度の相違ほそれ程大きくないものと考えられる。またすでに  

述べたように，入→1におけるノ■p（打）の形状はレーーレ一分布に．一致し，数学的  

取扱いも簡単である。   

以上の観点から，本節における疲労被害の算定に際して極大ピ－ク応力の頻  

度分布ノ’p（グ）を近似的紅式（118）のレ－レ・一分布であると仮定する。したがっ  

て，β〔g（才）〕＝0のランダム荷重波方（≠）のパワ・－・（分散）を¢ズ、＝∫ズ2とする  

と，   

′ふ（J）＝意嗅（－意）（グ≧0）  （127）   

いま，極大ピ」－ク応力の自乗平均値をJγ冊2とすれば， 

いて   

ヶγれS2＝．J■ごJ2．／p（8）ム伊＝2ざズ・2  （1袈）  

ここに，0・，仇Sは極大ピ－ク応力の自乗平均平方根（rootmean squarevalue）   
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を表すものであって，以後においてほ極大ピ－・ク応力のⅠ■ms倦もしくほ」ⅧS  

ピーーク応力と称すること軋する。式（127）および（128）から，   

′－p（J）＝葱叫ト憲）  （129）  

したがって，極大ピ」－ク応力の種皮を大きな応力レベルの方から累積した累積  

頻度分布汽（伊）は，  

J2  

ロ■ヶ机ざ  汽）（J）＝こJ；／’ガ（げ沖＝吋 （  
誉－）  

（130）  

戸p（q）ほまた荷重超過曲線（loadexceedance cu工Ve）ともいわれることがあ  

る。式（130）の両辺の自然対数をとって整理すれば，  

♂・2＝・－の ，托S21n〈戸21（グ）〉  （131）  

となって，J2とIn揮p（伊））カ鴻線関係を示す。したがって，種々申応力引数  

法に．よって得た極大ピ－ク応力もしくは応力振幅の実測頻度分布紅この式を適  

用することに．よって頻度分布がレーーレ－…分布紅従うか否かの検定ができ，また  

レー・レー一分布に従う場合はその直線の傾きからピーク応力または応力振幅の  

ImS値，ケ川も写，が引算されうることになる。   

5．2 修正マイナーの方法による累積被害∑（〝／Ⅳ）と等価応力Jeα   

いま山定応力振幅負荷下紅おける基本∫－Ⅳ曲線が次式  

肺ク｝も＝C，（♂・≧グw）  （132）  

で表されるものとする。ただし，椚，Cは材料定数であり，グ抄ほ疲労限度であ  

る。ランダム荷重の応力頻度分布は式（129）で表されるレ」－レ一分布に．従うと  

考えられるので，この頃度分布に基づき，基本∫－・Ⅳ曲線を疲労限度グ棚以下  

にも延長したいわゆる修正マイナーーの方法を蘭用して求めた累積被害∑（〝／Ⅳ）  

は次式で与えられる。  

＝（がⅣ）＝（叫／C沃彿■p（グ沖  

＝（弗／C）（グγ那）7′とβ（㈹）  （133）  

ここで，Ⅳ／はランダム荷蓮下での破断までの総練返し数であり，またか（桝）   
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は次式で表される関数である。  

β（∽）＝イ；2♂町Hβ・坤（－J2）dα 

＝r（1ト音）  （134）   

このような関数β（椚）ほ別のみにイ衣存した関数であり，研が定数ならばか（椚）   

もまた定数となる。β（∽）ほぅンダム疲労における累積被害に関する情報を与  

え．るものであるから，これを被害関疲と称することにする。   

つぎに．，あるランダム荷重に．対して－，基本∫・…・Ⅳ曲線を用いて修正マイナー  

の方法に．より計算した累積被害∑（搾／Ⅳ）が1となるような理論寿命凡ゐを考   

え，基本∫－・Ⅳ曲線上でこの〃兢紅対応する応力振幅をもって，そのランダム  

荷重に対する等価応力町紺と呼ぶことにすれば，グβダほ式（1台2），（133）および  

∑（循／Ⅳ）…1の関係を用いて，  

グβグ＝Jγ肌S・〈か（沼）〉1／仇  

で与えられる。上式の両辺の対数をとれば，   

1即叩＝logJ”椚・－ト亮一1喝β（プ乃）  

（135）  

（136）  

5．5 ランダムぶ－Ⅳ曲線  

一般にランダム荷垂下で得られた疲労試験結果に．対して，基本ざ－Ⅳ曲線を  

用いて修正マイナ・一－の方法によって計算した累積被害∑（乃／〃）の値は必ずし  

も1とはならないことが多い（48）～（50）。その理由は，ランダム荷蓋下では複雑な  

応力変動のために各応力レべ′レが疲労被害に及ぼす影響が一定力振幅下に‥おけ  

るものと異なるであろうことに一因があると考えられる。それゆえ，ランダム  

荷重下においてほ各応力レベルが実際にはどの程度の疲労被害を及ばすものと  

みなしうるのかを知ることが疲労寿命推定紅当たり重要となり，そのためにほ  

実際のランダム疲労試験結果から求めた累積被害∑（〝／Ⅳ）が，ランダム荷重  

の統計的性質の1つであるJγ肌Sと特無関係に，常に1となるような被害計算  

の基となる∫－Ⅳ曲線が求められれほ好都合である 。このような∫－Ⅳ曲線は   
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ー・般にほ一定応力振幅疲労試験紅ようて得られる基本5」Ⅳ線とほ．異なったも  

のとなることが予想され，以後そ・れをランダムぶ－Ⅳ曲線（81〉・（a2）と呼ぶことに  

する。以下，このようなランダム∫－－・Ⅳ曲線をどのように．して求めればよいか  

に．ついて論じる。   

いま，ランダム荷重の荷重輝度分布が郵（129）で表されるレ・－レー・分布に近  

似的に従うものとし，このようなランダム荷重下での疲労試験結果がエーmSピ－  

ク応力♂ヶmsおよび破断までの総繰返し数叫虻潤して次のような関係，  

勅（伊ナmS）m′＝C′（研′およ．びC′は材料定数）  （137）  

を葡しているものと仮定する。さらにランダム荷重下に．おいては疲労被害はそ  

のランダム荷重を構成する各応力レベルαの桝′′乗に．比例したものとなると仮  

定すること紅よって，前述のランダムふ－Ⅳ曲線を  

∧な掬′′＝C′′（沼′′，C′′ほ材料定数）  （138）  

と表すてとができる。式（138）で与えられ為ランダム∫－Ⅳ曲線を基にして修  

正マイナ－の方法によって累積被害∑（循／Ⅳ）を計算すれほ（式（133）参照），  

それが常に1に．等しいことから  

∑（〝／Ⅳ）＝（叫／C′′）（Jγ靴音）m′′か（∽′′）…1  （139）  

式（137）および式（139）より  

（C′／C′ノ）（Jγ肌ざ）研′′‾勒′・か（∽′′）≡1  （140）  

ところで，研′，C′は材料定数で既知数，また式（140）がJγmSの値のいかんを問  

わず成立することから，結局研′′，C′′は以下のように求められる。   

か（研′′）＝。′．か。研′） ‡   
（141）  

したがって式（138）で表されるランダム5」Ⅳ曲線ほ次式のよう紅なることが  

分かる。  

肺勒′＝C′・β（椚′）  
（142）   

式（137）および式（142）を比較すれば明らかなように．，ランダム∫「Ⅳ曲線  

ほ両対数グラフ上でランダム疲労試験結果を表すグγ棚一朽曲線より（1／沼′）  

log上）（研′）だけ上軋位置し，かつそれ軋平行なものとなる。   
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さて，先に述べた等価応力ヶ叩とランダム荷重下での総破断繰返し数ノ佑・と  

の関係を考えよう。式（135）および式（137）を用いて，伊ヶmざを消去すれば，．次  

式が得られる。  

勅（灯明）m′＝C′・〈か（研）〉m伽  （143）  

すなわち，グ毎－ル曲線は両対数グラフ上でのms一叫曲線を（1／∽）1喝か（研）  

だけ上に．平行移動したものとなっていることが分かる。また，ある応力レ、ペル  

におけるα吋－Ⅳ′曲線と基本ぶ－Ⅳ曲線との寿命軸方向の差は，式（132），  

（133）およぴ（135）から， 

log弗・－logⅣ乙九＝logⅣr・・－・log〈C／（♂¢ダ）m〉  

＝log〔（弗／C）（伊…耶）m・か（∽）〕  

＝1ムg写（乃／Ⅳ）  （144）  

となって，修正マイナーの方法で計算した累積被害∑（紹／Ⅳ）の対数値を表す  

ことが分かる。   

図13は式（134）で与えられる被害関数か（∽）の対数値log上）（研）と，等価応  

力♂¢ヴならびに．ランダム∫－Ⅳ曲線を求める際紅使用する（1／∽）log∂（沼）  

lll 

2
 
 

（
且
亀
0
1
 
 

2  4  6  8  10  12  

m  
図13 被害関数D（∽）の別による変化   

との，仰の値に．対する変化を示したものである。この∂（∽）を用いてランダム   
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荷重下での疲労被害に関する種々の計静が可能である。   

4．供託材料および実験方法  

4．1供試材料および試験片   

本研究においてほS40C鋼と7075－T6アルミ．合金の2種類の金属胡料を供  

試材料とした。前者ほ素材を試験片に．機械加工後，830℃で30分間轟空焼鈍を  

施し，また後者ほ試験片に機械加工のまま熱処理は行わずに試験に供した。  

S40C鋼の化学成分および機械的性質をそれぞれ表1および表2紅，またアル  

ミ合金におけるものを表3および表4に示した。  

表1 S40C鋼の化学成分（％）  

L⊥  C 岳 SiiMn  S  Cu E Cr 】 Al  

0．51lo＝015弓 0巾18  0い39】0・23  009垂  0．07 己 0…001  

表2 S40C鋼の機械的佐賀  

上降伏点 
♂■ぷO  

kg／mm2  

其破断カ  
（7r  

kg／mm2  

下降伏点  
ロ5tJ  

kg／mm2  

引張強さ  
0■月  

kg／mm2  
熱 処 理  

830℃，30分  
真空焼鈍  35．31 32”8 巨  54．3】 938  28  51  

表3 7075－T6アルミ合金の化学成分（％）  

Culsiいe r Mn  Mg】 CI【 Zn  
0．．30】0．0912．31 0．20l 5．30】 0、051 範  

表4 7075一丁6アルミ合金の機械的佐賀  

65・2 j 69・0   

試験片としては，S40C鋼においては，図14（a）～（C）に示すような3種類  

の形状のものを用いた。それぞれを順次，平滑試験片，切欠きA試験片，切欠   
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（b）切欠さA試験片（d＝166）  

（c）切欠きB試験片（α＝328）   

図14 平滑および切欠き疲労試験片  

きB試験片と呼ぶことにする。これらの試験片の平面曲げ荷重形式負荷に対す  

る形状係数（shapefactororstressconcentrationfactor）はそIれぞれ，α＝1．06，  

1．66および3．28である。一・カ，アルミ合金試験片としては図14（a）に示した  

平滑試験片ゐみを実験軋供した。   

4い2 試験機および実験方法   

本実験に．使用した試験機は電磁式ランダム疲労試験機であって，その概要を  

ブロック線図で示したのが図15である。定常ガウス性ランダム荷蚤の発生源ほ 

図15 電磁式ランダム疲労試験機の概要   

雑音発生器（random noise generator）であって，‘この出力を適当な帯域炉披   
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器（band－PaSS filter）を用いて折汲し，振動子等価器（shaker equalizer）に  

よって振動子（shaker■）の電気－－・機械振動特性を改善し，さら紅変位制限器  

（displacementlimiter）もしくは加速度制限器（acceleration 

装置全体を過大入力に対して保護し，しかる後電力増幅器（poweramplifier）  

を通して増幅して振動子を振動せしめる。これを試験片にランダム平面曲げ荷  

重として与える形式のものである。試験機各部の構造詳細はここでほ．省略し  

た。なお，本試験機の最大加振力は約±22kダであり，また振動子等価器を適正  

に設定することにより，周波数領域がDC′－100Hzにおいてほぼ平坦な周波数  

応答特性が得られるように留意し，入力信号の電圧に比例した荷重が試験片に  

片持ち平面曲げ荷蚕として作用するようにしてある。   

ランダム疲労試験に．際してはサイラトロンに．より電気的雑音を発生させる雑  

音発生器を用いた。この椎音は平均値が零のガウス性ランダム汲（白色雑音）  

である。この雑音波ほ帯域折波器などを通して振動子への入力信号となり本試  

験機が駆動される。ランダム疲労試験における試験周波数帯域の設定ほ，主と  

して6～80Hzの広帯域とし，S40C鋼平滑試験片の場合のみはこの他に．20～60  

Hzおよぴ40～80Hzに．折渡器を設定した実験を行い，周波数帯域のランダム疲  

労寿命（強度）に及ばす影響について研究した。・一方，定応力振幅疲労試験紅  

当たっては，雑音発生器の代りに正弘改発振器（sinusoidaloscillator）を用い  

て，周波数47Hzで実験した。これほ広帯域ランダム試験（6～80Hz）におけ  

る中心周波数の近傍の備である。   

荷重測定ほ試験械本体チャック部に．貼付したひずみゲ－シを用いて行った。  

定応力振幅疲労試験では応力披をオシロ・スコ－プで測定し，またランダム疲  

労試験でほ応力披をデータ・レコ－ダー一に．記録し，A－D変換器によって優子  

化した後，電子計静機を用いて応力彼の解析を行った。荷重およびたわみは，  

試験のごく初期および破断の直前以外ほあまり変化せず定常であるので，寿命 

の半分位の時点に・おいて測定したデータを以て実測荷重履歴を代表させた。ラ  

ンダム荷重の時間履歴の測定時間は約13．5秒であるが，A－D変換の際のサン  

プリング速度が約』才ニ0．00146秒であるところから，ランダム荷重汲を充分代   
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表することができるものと思われる。   

ランダム荷重の応力頻度解析に際しては，前述した理論的手法紅よるものの  

他に，従来提案されている全ピ」－ク計数法（51〉，ピ－ク法，半波法（52）および金波法  

（fullwavecountmethod）（4T）（53）をも適用した○軍政法および金波法において  

は，修正グッドマン線図（modifiedGoodmap′sdiagram）（54）を用いて，それぞ  

れの平均応力をもった波を等価両振り応力として引数した。応力ピーク（振幅）  

Jの自乗平均平方根イ川Sの計算は，ピ－ク法，半波法および金波法でほ式（131）  

紅示す頻度分布の直線の傾きから求めた。全ピ」－ク計数法に．おいてのみほ直接  

ピーク応力の自乗平均を電子計算機で計算したが，これによる♂ヶ珊ざの値は式  

（131）を用いて＼求めた値とはとんど相違しなかった。   

ランダム渡労試験における破断までの絶縁返し数ノ≠は以下のように．して求  

めた。すなわち，全ピ－ク計数法，半波法および仝汲法においては．，正負を含  

めた単位時間当たりの平均ピ－・ク数を乃射破断までの実測時間を71とすると，  

2個のピ－クで1波を構成すると考えられるので，  

ルニ〝p：号／2  （145）  

また，ピー・ク法でほ波全体の平均応力レベル（本実験の場合は零レベルに相当  

する）を基準として，それより上側では正ピ－ク，そ・れより下側では負ピ－ク  

のみを数えるので，それら両者め単位時間当たりの総数を形p′として－，次式で  

求めた。  

叫＝形′ぁち／2  （146）  

鵬・般に乃p′ほ喝より／j＼さいが，不規則度比入が1紅近づくはど搾p′は乃クに近  

づいた値となる。   

5．実験結果およびその考察  

5．1一定応力振幅疲労試験結果   

S40C鋼ならびにアルミ合金の一定応力振幅疲労試験結果をそれぞれ図16お  

よび図17に．示す。両図より明らかなように．，基本Ⅳ－ぶ曲線を式（132）の形で  

表すことができる。両図から最小自乗法を用いで求めた各供試材に対する定数   
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S40C鋼の一足応力振幅疲労試験結果（基本ぶ－Ⅳ曲線）  

アルミ  合金，、   

†   

10k  105  106  】川0，  
破断繰返し数∬  

図17 アルミ合金の一定応力振幅疲労試験結果（基本ぶ－－Ⅳ曲線）  

表5 －・定応力振幅猿労試験結果  

＊ 最小自乗法紅よる値   
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∽，Cおよび疲労限度打払を表5に示した。   

5．2 定常ガウス性ランダム荷重の実測荷重頻度分布   

図18（a）′｝（C．）は各周波数帯域紅制限されたガクス性ランダム応力彼のぺ  

ン・オンロによる記録例を示したもので，全体の平均応力レベルほ零に．設定さ  

れている。図に．見られる限りでは，周波数帯域による波形の差ほ明瞭にほ観察  

されない。   

図19および図20は各々の帯域制限ラ  

ンダム荷重汲において－，式（44■）で定義  

される自己相関関数ガギ・r（㌃）の計算結   

果を例示したものである。両図におい  

て縦軸にほRx．差（丁）を遅延時間（delay  

time）：・＝0のときの1＆RYr（0）で割  

った，いわゆる自己相関係数をとって  
（注13）  

ある。S40C鋼平滑試験片の場合は，  

図19に．見られるように，ほぼ丁＝0．07  

秒付近で零に収束する。図20に．示した  

S40C鋼切欠き試験片の場合も同様で  

あるが，－・方アルミ合金試験片の場合  

はて＝0．1秒伺近で零に収束する。   

つぎに，上述の凡m・（T）を用いて，  

式、（50）によって計算したパワーー・スペ  

クトル密度（片側）Gズ・．￥・（伽）を図21～  

図23に示した。図21ほS40C鋼平滑試  

験片に．おいて，周波数帯域を3種類に  

喝明い   

図18 帯域制限ランダム荷重彼の記録例   

（注13）式（85），（87ノから  

I斤．‡二．売（丁）一附21≦・5左・2  

また式（79）から  
S．x・2＝尺．貰・．左・（0）一〝．葺2  
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図19 周波数帯域の異なる苗域制限ヲンダム荷妥波の自己相関数   
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図20 平滑材と切欠き材町対する自己相関関数の計静例（周波数帯域6－80Hz）   

したがって，眉〔ズ（f）〕＝柑＝0の場合   

】板∬（丁）l≦板．訂（0〕（＼／凰訂ズ（0）＝β〔〈ズ（≠）〉2〕＝如＞0，ここに・毎は  
ズ（≠）の平均パワ」－）  

l点∬∬（で）  ≦1である。   つまり，   
凡＝（0）  
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図23 S40C鋼ならび紅アルミ合金平滑試験片のパワ・スぺクいレ   

密度分布（6～80Hz）   
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変化させた場合を図示したものである。区眈よれ吼 いずれの場合も設定周波  

数帯域外で完全にパワ－が遮断されたというような理想的なものとほなってい  

ないが，これほ帯域折波器の性能および増幅器へのフィード・バックの機能等  

に．一周があると考えられる。しかしながら，各場合に．よる差異は明らかであり，  

また設定周波数帯域内でほはば－・様のスぺクトル密度分布が得られているとみ  

なしうるので，本実験の目的に．はそ・れはど支障をもたらさないと考えてよいで  

あろう。以後紅おいては，設定周波数帯域が6～80Hzのものを広帯域，20～  

60Hzのものを帯域を狭くした場合，また40～80Hzのものを低周波数成分を除  

外した場合として取扱うこと紅する。   

図22ほS40C鋼平滑および切欠き試験片に周様の広帯域（6～80Hz）ランダ  

ム荷重を与えて，その女ぺクトル密度分布を比較したものである。図に見られ  

るように，形状係数の相異紅よるスペクトル密度の差違ほはとんど認められず，  

同じスペクトル密度のもとでの実験として取扱いうる。一方図22に．示したアル  

ミ合金試験片の場合に．は，試験片の弾性定数が異なるために．S40C鋼の場合と  

セ 多少の差違が認められる。なお図中に．破線で示してあるのほ対応するS40C鋼  

のスペクトル密度であって，比較のためのものである。   

すでに．述べたように，ランダム波の乱れの程度を表す不規則度比入は式（116）  

を用いてスぺクトル密度から理論的に計算することができる。いまランダム波  

が有限周波数，ノヱ～．／■〟（Hz）（ここでノ■忍＞ノ■∠とする）紅おいてのみ一様なパ  

ワ一丁スペクトル密度G・和仏）＝Goをもち，それ以外でほパワ－が零の理想的  
（注14）  

な帯域制限白色雑音である場合にほ，入は次式のように与えられる。   

Go伽励〉〕1／2  

入＝り…：；‡G岬2ゐ淵′…；：：Goゐ〉り；；；‡  

ニノす（ノ〝3－ん3）／（9（ノ■〃・Ⅶ．／i．）（′〟5－ノ■ム5）〉レ2  （147）  

（注14）この場合，．fLを下限遮断周波数（lower cut－Off frequency）といい，またfz（  

を上限遮断周波数（uppez・QuトOff frequency）という。さらに周波数（振動数）  

f（cycle／sec）と円周披数（円振動数）w（radian／sec）の間に  
αに＝27r／■  

の関係がある9   
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本実験におけるランダム荷重汲がこのような理想的な帯域制限白色雑音的なも  

のであると仮定すれば，各々の設定周波数紅対応した不規則度比の理論値九摘  

ほ式（147）から，  

（a）広帯域（6～80Hz）の場合：九‘ル＝0．775  

（b）（a）より狭帯域（20～60ⅠIz）の場合：九£九＝0．881  

（C）低周波数成分を除外した場合；入り～＝0．937  

と計算される。－・方，ランダム荷重の実測時間履歴を用いて実際に解析して求  
（注15）  

めた不規則度比入を図示したものが図24である。上記（a）の場合に・ほ・，S40C  

0
 
 

2
 
 

N
巨
＼
茸
 
 
芦
ゞ
禿
冨
1
b
S
∈
レ
 
 0   0．2  0．4  0．6  0．8  1．0  

不規則度比庫帆経過抑（＝〟。旬）  

図払生 二不規則度比入の実測値  

鋼でほ平滑試験片，切欠き試験片ともに入＝0．7～0．8であり，アルミ合金試験  

片でほ少し小さく0．63程度である。S40C平滑試験片で周波数帯域を狭くする  

と，入ほ1に近づき，（b）の場合には入＝0．89，（c）の場合には九＝0．94程度  

となり，ほとんど両振り応力紅近くなる。実際の解析結果はいずれも入の理論  

値九とゐ紅はば等しく，試験片紅与えられたランダム荷重が充分満足なものであ  

ることを示唆してこいる。  

図缶～図写7は本実験に馴、たランダム応力波の測定結果から解析しで求めた経  

過頻度を正規確率紙にプロットした例を示したものである。いずれの場合も良  

い直線性を示しており，式（94）を参照して，ランダム応力波が明らか紅ガウ  

ス性を有したものであることが観察される。  

（注15）時として∵しニ∧㍍／Aちと雷くことがあるが，この場合に・は〟¢＝〃＋（0），〃p＝〝品  

を表す。   
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図25 ランダム荷重の経過頻度  図26 ランダム荷重の経過頻度  

（S40C鋼平滑材；  

99．99  

99．9  

6～80Hz）  （S40C銅平滑材；20～60Hz）  
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9  
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図27 ランダム荷重の経過頻度（S40C鋼平滑材；40～80Hz）  
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図お～図33に種々の場合のランダム荷重の測定結果から各応力計数法を用い  
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図28 ランダム荷重の実測荷重頻度分布（S40C鋼平滑材；6～糾Hz）  
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図29 ランダム荷重の実測荷遥頻度分布（S40C鋼平滑材；20～60Hz）  
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図30－ ランダム荷壷の実測荷重頻度分布（S40C鋼平滑材；40～80Hz）   
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図32 ランダム荷重の実測荷歪頻度分布（S40C鋼切欠きB材；6～80Hz）  
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て解析して得た荷重の累積頻度分布の例を示した。いずれの図においても，仝  

汲法，半披法およ．びピ－ク法紅よる討数結果を図示したが，繁雑さを避けるた  

め，ピ－ク法紅．よる計数結果だけは，横軸をずらしたスケ－ルでプロットしてあ  

る。′ これらの図から観察されるように．，いずれの応力計数法に．よる結果に．対し  

てもlogα・2・－logダp（グ）の関係ほ．ほぼ直線性を有するものとみなしえ，ランダ  

ム荷重の荷重頻度分布がレーレT分布で近似されうることが認められる。ただ  

し，累積頻度が1％以下の大応力成分は，解析に用いた実測データの測定時間  

内では10個程度しか計数されず，その数が少ないこともあって■，測定時間内紅  

出現するか否かが偶然性に支配されることが多く，直線性の範囲からはずれる  

結果となったものと思われる。式（131）に示されているように．，これらの直線  

の傾きからピーク応力もしく，は応力振幅の自乗平均平方根の職が求められる。   

なお，表6′｝表11ほ．本実験に‖おいて実施したそれぞれの場合に．対するランダ  

ム疲労試験結果ならび把．それ紅基づく解析結果を表示したものである。  

衷6 ランダム疲労試験結果ならびに解析結果（S40C錮平滑材；周波数帯域6～80Hz）  

＊最小自乗法に．よる計算値   
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＊最小自乗法による計算値  

表8 ランダム渡労試験結果ならび庭解析結果（S40C鋼平滑材；周波数帯域40～80Hz）   
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義9 ランダム渡労試験結果ならびに．解析結果（S40C鋼切欠きA材；周波帯域6～βOHz）  

ピーク応力または応力振幅の  
ImS億¢・ヶ偶S kg／mm2  破断実寿命 Ⅳ／  ランダム  

荷重の  

種  類  ピ－ク法 以  外   

4．39×10ヰ  1．32×105  
ピーク法   

3．63×104   

1．15×105  

半波法一会汲法  ピ－ク法  

1  

23．6 j 24．4  RLD－1  23．3 23．5  

16・816巾3 j  

聖L」空空＿  

RLD－・2  

1．65×105  1．90×105   

3．69×105   

4．10×105   

7．76×105   

1．26×106  

RLD－3  

3．19×105  RLD－4  

3．62×105  6．83×105  
RLD－5  

RLD－6   

RLD－7  

12610r ll．7  

1．11×106  21120」  9．5  

3．78【  4．06  

1．63×1010    0．738  
＊最小自乗法に．よる計静値  

表10 ランダム披労試験結果ならびに解析結果（S40C鋼切欠きB材；周波帯域6～80Hz）  

＊最小自乗法紅よる計算値   
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表11ランダム疲労試験結果ならびに解析結果（7075－T6アルミ合金；周波数帯域6～  

80Hz）  

α・γmS－Ⅳノ曲線   

の定数＊  

叫グγ耶椛′＝C′  

∽′と  3．91  

■   
C′～8．65×109  

4．561  4．17【  4．04  

5．35×1010  1√25×101071．17×ユO10  
1 

．・∴・‥J∴∴＼川，                0．369  3
 
 
7
 
4
 
 

0
 
 
 

0．428  

＊液小自乗法に．よ  

5．5 定常ガウス性ランダム荷重下での疲労  

5．5．1ランダム荷重疲労試験結果（の仇S－・勅曲線）   

本研究に．おける種々の場合のランダム疲労試験結果をグγmざ－・ノ隼曲線の形で  

表示したのが図34～図39である。このうち，図34～図36ほS40C鋼平滑試験片  

を用いて，周波数帯域をそれぞれ6～8bHz，加～60Hz，海よび40～80Hz紅設  

定したランダム荷重を与えた場合の結果に対応し，図37および図38ほS40C鋼  

切欠き試験片を用いて6～80Hzの帯域制限ランダム荷重を与えた場合の結果  

で，前者ほ切欠きA試験片，後者は切欠きB試験片に対応したものであるこま  

た図39はアルミ合金平滑材の6～80Hzの帯域制限ランダム荷重下での疲労試  

験結果を図示したものである。いずれの図においても，図中の実線は金波法紅よ  

る応力計数結果紅対応した実験点に．対して最小自乗法を適用して求めた直線を  

描いたものであり，また破線は比較のため紅示した一・定応力振幅負荷下におけ  

る冬場合に対応した基本∫－Ⅳ曲線を表している。各々の場合に．おいて伊‖軋一・－ 
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図34 グ用S－－・Ⅳ／曲線（S40C鋼平滑材；6～80Hz）  
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図35Jγ仇賢一Ⅳ／曲線（S40C鋼平滑材；20～60Hz）  
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図37J”托∫－Ⅳ／曲線（S40C鋼切欠きA材；6｛ノ80Hz）  
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図38巾刑ざ－・〟／曲線（S40C鋼切欠きB材；6～80Hz）  
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図39 ふγ耶－rV′曲線（アルミ合金平滑材；6～8叩Z）  
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斗′曲線は両対数表示で直線近似されることが観察され，式（137）の仮定窄満  

足されていることが明らかである。   

また，不規則度比入が1に．近い比較的狭周波数帯域の場合に1は，図35および  

図36に㌧見られるように，いずれの応力計数法を用いても計数結果にそれはどの  

相違は認められない。これほランダム荷重波の乱れが少なくなり，はとんど両  

振り的な波形となって－くるため当然のことそある。全般的には，半波法を用い  

た計数の場合にやや小さめの伊川帰の倍を得るこ．ととなり，他の計数法に・よるよ  

りも危険側の計数結果となる。これ紅反して，ピ－・ク法および金波法紅よる計  

数結果は，概して，他の計数結果より大きめののm∫の値を示して安全側となる  

が，由一ク法に飼いてほ個々の彼の平均応力が考慮紅入れられないため，本実  

験に．おけるように．入が1に近い場合以外でほ，このピ－ク法を適用するのは．寿  

命推定が厳し過ぎる結果となるきらいがある（47）・（5き）（56）。すべての場合に見られ  

るように，Jヶms－Ⅳ′曲線の傾きに．関してほ，各計数法紅よる相違が少ないの  

で，以後の整理にほ現時点で最も妥当な応力計数法であると考えられる金波法  

に．よる計数結果のみを用いることとした。  

5．5．2 周波数帯城がランダム疲労寿命に及ぼす■影響   

S40C鋼平滑材を用いて，設定周波数帯域を3啓類に．変えて，その疲労寿命  

紅及ぼす影響を調べた。その際に得られたランダム疲労試験結果はすでに図34  

～図36にてJγれS・叫哨曲線として示した通りである。   

図40ほ表6～表8に示した金波法による応力解析結果に基づき，式（135）で  

計算したJ叫と破断総繰返し数Ⅳ／とから得られる各実験点の真申を通るよう  

に．して描いたケ好一勅曲線を図示したものである。各実験点ほはばこの直線上  

に在り，計算結果が式（143）に示される両対数グラフ上でのJ好一叫曲線の値  

線性を満足したので，図に．は繁雑さを避けるため，それらの直線のみを示すこ  

ととした。区Ⅰによれば，ランダム荷重の周波数帯域の相違によるJ好一・A㌧曲線  

の差異ほあまり覇著でなく，6～80Hzと20～60Ⅱzに．よる実験結果はぬとんど  

－・致する。ただ，40～80Hzの低周波成分を除外した場合の実験結果ほ，他の場  

合よりやや長寿命側にあり，∑（紹／Ⅳ）が多少大せめの値をとるが，ばらつきの   
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園40 ♂g7－Ⅳ／曲線（S40C鋼平滑材）   

範囲を考えれば，あまり有意な（significantな）差があるとは断定できないo  

図申に比較のため示した基本ぶ－－Ⅳ曲線との関係を見れば，叫＝5×105付近  

を境にして，それより長寿命側では∑（循／Ⅳ）く1であり，短寿命側では逆に  

∑（〝／Ⅳ）＞1となり，またlog（∑（形／Ⅳ）iがlogJ印に対して直線関係を示すこ  

とが観察される。   

っぎに．，周波数帯域の影響を前述したランダムぶ－・Ⅳ曲線という観点から見  

てみよう。図41は式（142）から求めたランダムぶ一－Ⅳ曲線を示したものである  

10叫  105  106  10L7  
破断繰返し数牒  

図41ランダムぶ－〃曲線（S40C鋼平滑材）   
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が，いずれの周波数帯域の場合においても，この曲線ほ基本∫－－Ⅳ曲線より傾  

きが急であり，ランダム荷重下に．おいてほ定応力振幅負荷下におけるよりも，  

小さな応力レベルのもつ被害効果をより大きく，また逆に大きな応力レベルの  

もつ被害効果をより小さく評価する必要のあることが示唆される。なお，式  

（137）と式（142）を比べれば明らかなよう把．両対数表示のグラフ上でほ♂γ研ぎ・一・  

Ⅳ／曲線とランダム∫－・Ⅳ曲線の傾きほ等しく，両者は平行な関係にあるので，  

傾きに．関する一方の議論は他方についてもあてほまる。   

従来，アルミ合金に関しては周汲数帯域の相違が疲労寿命（強度）紅及ぼす  

影響は認められないとの報告（27）が見られ，また通常の疲労試験においてほ．繰返  

し速度が疲労寿命（強度）紅及ばす影替ほ．ないという結果（57）が報告されている。  

本実験の場合ほ，6～80Hzと20～60Hzの実験結果に．差が認められず，一・方  

40～80Hzの周波数帯域の場合にほ，大きな応力レベルでほ他の場合との差異  

が認められないが，小さな応力レベルでは他の場合よりやや小さめの被害効果  

を示し，低周波数帯域を取除いたことに．よる影響が小さな応力域で認められる  

ような傾向がある。しかしながら，前に．も述べたよう紅，この程度の差異でほ  

材料のばらつき特性などを考慮に入れれば有意凌があるとは断定できないと考  

えるのがむしろ普通であろう。それゆえ．，周波数帯域が疲労に．及ぼす影響ほ．，  

特別な場合を除いて，それはど顕著なものでほないと緒論づけてもよいであろ  

う。  

5．5．5 ランダム荷重に対する切欠き効果   

S40C鋼において周波数帯域6～80Iizのランダム荷重を与え・て，図14に示  

した4種類の形状の試験片を用いて行った疲労試験の結果はすでに図34，図37  

および図38に示した通りである。またその折のランダム疲労試験結果から求め  

tたグ。9－弗曲線およびランダムぶ－Ⅳ曲線をそれぞれ図示したものが図42およ．  

び図亜である。図42に．よれば，切欠き試験片匿おいては膏☆「弼曲線と対応し  

た基本ぶ－Ⅳ曲線との差ほ平滑試験片の場合より小さく，中程度の寿命域では  

修正マイナ√一則が比較的よく成立つことが観察される。切欠きA試験片と切欠  

きB試験片の場合を比較すれば，前者に．おける結果の傾向は平滑試験片の場合   
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図43 ランダム∫－Ⅳ曲線（S40C鋼；6～80Hz）   

と類似しており，短寿命域で∑（搾／Ⅳ）＞1となるが，逆軋後者の場合は短寿  

命域で∑（形／Ⅳ）＜1となって，この点が大いに異なる。   

一方，切欠き効果を図43に示したテンダムぶ－Ⅳ曲線の観点から考察すると，  

図が繁雑で分かりにくいが，－一般紅切欠きのある場合は平滑の場合に此ぺて，  

ランダムぶ－Ⅳ曲線とそれに対応した基本ふ「Ⅳ曲線との差が小さく，これは  

J好一・〃r曲線の場合に．も同様に観察される傾向である。形状係数の比較的小さ  

い切欠きA材における挙動は平滑材と類似し，定応力振幅負荷の場合に比べ，   
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ランダム荷垂下では疲労被害を及ばす割合は小応力レベルで大きく，大応力レ  

ベルで小さくなる。これに反して，α＝3．ぉの切欠きB材紅おいてほ，／」＼さな  

応力レベルに．よる被害は定応力振幅負荷の場合の方がランダム荷重下における  

よりもより大きいという逆の傾向を示している。この山因としては以下のよう  

なことが考えられよう。すなわち，切欠きB材では仝寿命の比較的早い時期に  

き裂が発生し，小頻度の大ピ－ク応力が大きな被害を及ばしてき裂を進展させ  

るのに対し，平滑材においては．き裂の発生が遅く，小頻度の大ピー・ク応力がひ  

ずみ硬化等に係わった強化作用を及ぼすが，・－一方こ．のような大ピー・ク応力は発  

生頻度の高い小さな応力に対しては応力干渉によりそれらの小応力の被害効果  

を高める働きをもつためであろうと推測される。   

党紀，ラγダム疲労試験結果を表した伊γ川畑－・弗・曲線（もしくは対応するラ  

ンダム∫－Ⅳ曲線）と基本5」Ⅳ曲線の傾きを比較すれば，前者の勾配が後者  

のそれに㌧比べて急であることを述べた。基本ぶ－Ⅳ曲線ほ式（132），またの肋S・－  

〟′曲線もしくはランダム∫－Ⅳ曲線は式（137）または式（143）で表されるか  

ら，両対数表示した場合のそれらの直線の傾きほ．，それぞれ．（・－・1／研）しおよび  

（・－1／研′）で与えられる。図崩はこのような傾きに関連した定数刑，沼′およ  
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2  3  ／4  

形状係数d  

図44 基本5－〃曲線およびランダム5－Ⅳ曲線（もしくはJ”托ざ－〃′  

曲線）の傾きならびに両者の比β紅及ぼす形状係数αの影呼   

び両曲線の傾きの比β＝（－1／研）／（－・1／研′）＝刑′／ノ研が形状係数の値紅応じて   
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どのように．変化するかを示したものである。区lによれば，基本∫－Ⅳ曲線の定  

数偶の値ほ切欠きが鋭くなるはど小さくなり，したがって傾きは急となるが，  

一一方ランダム∫－Ⅳ曲線におけるク刀′値は逆に．大きくなり傾きほ．ゆるやかとな  

る。形状係数α＝1の近傍ではβ＝0．早程度の値となり，α＝2～3の闇でβ＝  

1，すなわち基本∫…Ⅳ曲線とランダム∫－Ⅳ曲線の傾きが－・致する場合が生  

じ卑。ランダム荷垂下でほこのような切欠きの及ばす複雑な影響に細心の注意  

を払わなければならない。なお図中，各実験点に．与えた区切りのついた線分ほ  

各々の実験点のばらつきの範閉（標準偏差）を示したものである。  

5．5．4 アルミ合金のランダム疲労挙動   

これまで主としてS40C銅に閲す－る実験結果に・ついて考察してせたが，、ここ  

でほアルミ．合金の場合を考える。ランダム疲労試験結果を表したグナ、ms一－弗曲  

線ほすでに図39紅示した通りである。本供試材平滑試験片に．おける♂吋岬弗曲  

線およびランダム∫－Ⅳ曲線を図45および図46紅示した。両曲線の挙動ほS40  

C鋼平滑試験片の場合と全く同様甲傾向を示し，先に論じたS40C綱紀関する  

考察結果が本供試材の場合にもあてはまるので，重複を避けるるため，本節で  

その詳細を論じることは割愛する。  

〆／  

アルミ．合金   
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図45J。9－Ⅳ／曲線（アルミ合金平滑材；6～80Kz）   
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図46 ランダム∫一Ⅳ曲線（アルミ合金平滑材；6～80Hz）   

5・5・5 ランダム 

ランダム疲労寿命（強度）に及ばす周波数帯域ならびに切欠きの影響など紅  

関してこれまで個々に考察してこきたが，本節でほ本研究におけるすべてのラン  

ダム疲労試験結果を総括しながら，定常ガウス性ランダム荷重紅対する材料の  

疲労寿命推定法について総合的紅考究する。   

さて，式（144）に．示したように，♂好一ル′曲線と基本ぶ・－Ⅳ曲線との寿命軸  

方向の差は修正マイナ－のガ法で計算した累積繰返し数比（累積被害）∑（〝／  

〃）の対数借を表すものであることほ明らかである。したがってこれら両曲線  

の交点ほ基本∫－Ⅳ曲線紅基づいて修正マイナ－の方法で計算した∑（釘Ⅳ）  

の値が丁度1紅等しくなるようなランダム荷重下での疲労寿命値を示すものと  

いえる。図47に．本実験において得られたこのような交点の寿命値を表示した  

が，いずれの場合も4×105～1×106の範囲の寿命域犯人っている。したがっ  

て，これより長寿命を示すと考えられるランダム荷重を受ける材料に・対しては 

修正マイナ一別を適用した疲労寿命推定は危険である。なお，図申に示した区  

切り付き線分は，図亜の場合紅説明したと同じく，標準偏差を以て表したばら  

つきの範囲を示すものである。   

ところで，式（142）で与えられるランダム∫－Ⅳ曲線はこれに・基づいて修正   
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破断総親近し数∧ン  

図47 基本∫－Ⅳ曲線と♂e守一Ⅳ／曲線との交点の披労寿命値   

マイナ－－の方法で計算したランダム疲労試験結果の累積繰返し数比∑（乃／Ⅳ）  

が常に1となるようなものであるから，このランダム∫－Ⅳ曲線が基本ぶ－Ⅳ  

曲線から何らかの方法で決定されうるならば，困難なランダム疲労試験を実施  

することもなく，・一定応力振幅疲労試験結果からランダム荷重に対する疲労寿  

命や疲労強度が推定できるこ．とになってきわめて有用である。このためにほラ  

ンダム∫－Ⅳ曲線と基本ぶ－Ⅳ曲線との相対関係を明確に．把握して置く必要が  

ある。すでに．図44に．おいてほ．，両曲線の勾配比β＝∽′／∽について形状係数α  

との関連を明らかとしたが，図48は平滑試験片に．おける種々の疲労試験結果か  

ら得られた沼，椚′およびβの値を各々の場合別に相互に比較し易いように．図  

07ル；基本5一爪I  
曲線の定数  

●彿′：ランダム5－〟  
曲線の定数  

◎β：勾配比，β＝mlん   

9 101112  
0  仇および7几′  

0．5   1  

勾配比β＝〃〝爪  

図48 材料定数椚，”之′およびβ＝∽′／桝の他の比較（平滑材）   

示したものである。勿論これまでと同様にそれぞれの値のばらつきの幅も併記  

してある。図に見られるように，ランダム∫－Ⅳ曲線ゐ傾きを表す定数沼′ほ   
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いずれの場合においても∽′還4程度の値を示し，き裂進展を破壊力学的見地  

から破究したPaIis（58）の4乗則との関連が示唆されて興味深い。また勾配比β  

ほβ＝0．5付近の0．4～0．6の範囲にある。βがほぼ0．5近傍の値をとるという  

ことほ，菊川ら（59ノの引張り圧縮ランダム荷重による実験結果（S40C鋼，β＝  

0．52）とも－小数しており，それゆえ平滑試験片に対してほβ＝0．5程度とみな  

して－もよいであろう。切欠き材の場合にほβの傾が相違することは図44に」示し  

た通りである。   

基本∫「Ⅳ曲線とランダム∫－Ⅳ曲線の勾配の比は以上のように．明らかとな  

ったが，ランダム∫・－Ⅳ曲線を基本ぶ－Ⅳ曲線から推定す■るために．は勾配比β  

を知っただけでほ不充分であって，もう－いつ何らかの他の指標が考えられねば  

ならない。両曲線を併記した各々の図を縦覧して容易紅想起されるもう・一つの  

指標として－ほ両曲線の交点が考えられる。図49はこのような交点の示す寿命億  

6′・・′80Hz  

S40C平滑材  ー・CH  20′・・′60王jz  

トーー40～80Ⅰ，壬z   

S40C切欠き材  ト・－  切欠きA材   
（¢－・80Hz）  切欠きB材   

アルミ合金平滑材  

（6【ノ80Ⅰ－Iz）  

1l  l l  l  

10ト  ぅⅩ10ヰ105  5Ⅹ105  

破断繰返し数竹  

図49 基本∫－Ⅳ曲線とランダム∫－Ⅳ曲線との  

交点の綬労寿命値  

を，本研究に．おけるすべてのランダム疲労試験の場合に対して，図示したもの  

である。図に．よれば，種々の試験条件の相異紅もかかわらず，本実験の範囲内  

では交点の疲労寿命値ははぼ1×105近傍の値を示すことが観察される。この   
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実験事実に倒して現時点に．おいて何らかの物理的根拠を与えるということほ．困  

難であるが，いま仮紅こわを是認するものとすれば，定常ガウス性ランダム荷  

重紅対する材料の疲労寿命は以下のようにして推定することが可能である。す  

なわち，いま与えられた材料に対して，その基本∫－Ⅳ曲線が既知であるとす  

る。しかるときはランダムぶ－Ⅳ曲線ほ，この基本ぶ－－Ⅳ曲線上で破断縫返し  

数Ⅳ＝105の点を通り，部材の形状係数紅応じて図44から求められる勾配比β  

（平滑材に対してはβ＝0．5としてよい）によって定まる傾きをもった直線とし  

て一決定することができるので，このランダムぶ－Ⅳ曲線を基にして実測荷重頻  

度分布軋修正マイナ－の方法を適用して1∑（紹／Ⅳ）〉0を計算すれば，これがラ  

ンダム荷蛋の1サイクル当たりの平均被害愚を与えるものと解釈される。それ  

ゆえ〃rを  

Ⅳ／〈∑（押／Ⅳ））0＝1  （148）   

として求めれば，このⅣ／がその荷重頻度分布をもつランダム荷重に．対する部  

材の疲労寿命を与えるこ．とになる。   

以上述べたランダムS－N曲線紅よる疲労寿命の推定法ほ．Colten－I）01anの  

方法（80）と基本ぶ」－Ⅳ曲線の傾きを修正するという点でほ．似ているが，こ．の修正  

S－N曲線と基本S－N曲線との交点をCorten－Dolanの方法では実測荷重履  

歴の最大応力点とするのに対し，本法では実験結果に基づき疲労寿命Ⅳニ105  

点とする所が異なる。実働ランダム荷重の実測履歴中紅観察される最大応力値  

は標本関数毎碇．異なった値をとるであろうことが予測され，いわば確率変数と  

して取扱われるべき性質のものである。このことを勘案すれば，本ランダム  

∫一－Ⅳ曲線による方法が一つのより実用的な準労寿命推定法となりうることが  

示唆される。   

5．4 重複ランダム荷重に対する疲労寿命推定法に関する一考察   

機械・構造物に作用する実働荷重を定常でかつガウス性を萌した確率過程と  

して捕え，材料のランダム疲労寿命の推定を理論的にまた実験工学的にル、かに 

適切に行うか紅ついてほこれまで論じてきた通りである。ガウス性ランダム荷   

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ



Ⅰ75  不規則現象の数学的記述とランダム疲労寿命の推定に／ついて  －J7∂・“   

重は，その特有な特性のために，ランダム荷重把．対する材料の疲労挙動解明の  

ための基礎的荷重モデルとして最適のものであることは．論を待たないが，ノ一般  

により複雑な機械・構造物の設計ということを考える場合，それらが仝寿命期  

間を通じて全く統計的特性の等しいランダム荷重のみを常時負荷されていると  

は考え．られ得ない場合も少なくない。たとえば航空機などは一一飛行中に種々の  

乱気流中を通過するであろう。この瘍合，それぞれの乱気流（air turbulence）  

による突風荷重（gustload）はある強さ（パワー）をもったガウス性ランダム  

荷重に相当すると考えられる（14）・（叫・（82）ので，一飛行サイクルとしてはこれらを  

合成した荷重ひん度分布をもった，いわゆる重顔ランダム荷重（compositeran－  

domload）を受け、るものと考えられ，こ．のような場合に対する材料の疲労寿命  

をいかに．推定するかが重要な課題となる。強さの異なるガウス性ランダム荷重  

の重複負荷下における疲労寿命の推定法とV■、うことに関して，基礎的な委復ラ  

ンダム荷重の場合に．対してはすでに著者らの・－一人が報告した通りである（63）か  

ら，適宜それを参偲していただくとしで，ここではもっと∴般的な観点から本  

課題に．関する取扱いカを考えてみたい。   

さて，いま仮に航空機が実用中に．受ける荷重を考えるとするならば，それは  

図50に模式的に示したように，離着陸（takingNOff andlanding）に伴って，  

図50 航空機主翼に作用する実働荷蛋履歴の模式図  

地上から受ける地上荷重（gr’Oundload）Y（i）と飛行中の突風荷重X（i）を交   
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互に繰返して受け，両者の過渡期に′はいわゆるG・A－G（Ground－Ai卜Ground）  

荷重と呼ばれるZ（≠）が作用する。このうち，地上荷重ア（才）は部材に圧縮応力  

を堕ぜしめ，それがためにもたらされる引張りの残留応力（residualstress）が  

時として弱化作用を及ぼし注意を要する（叫。さて，これらの荷重を繰返し受け  

て航空機が破壊するわけであるが，これらの荷歪のうち破壊ほ」本質的紅は突風  

荷重によってもたらされると考えられ，こ．れが最も重要である。そ・こでこの突  

風荷重について中心的に考えることにすると，このような突風荷重ズ（才）は．，  

図51紅示すように，強さ（パワ■－・）の異なる種■々の単純ガウス性ランダム荷豪  

の重複されたものとしでモデル化することができる。図51において，ざせ（去■ニ1，  

2，3‥…・）ほ各々の構成単純ガウス披Ⅹ£（≠）の標準偏葦であり，先に二示した式  

図51突風荷重の重複ランダム負荷モデル   

（32）および式（79）の関係から，そのパワー（自乗平均値）¢宜とめ間に．次の関  

係をもっている。   

■ 

‡   
（149）  

）｝2〕  

ここで，。恥は構成単純ガウス波g乞（才）の平均値であり，戎に蘭関係に．一億と考  

えてよく，前図50紅みられる通り，重力の加速度1タに関連した応力を表すも  

のである。また各ズ乞（f）のパワ－・スぺクトル密度をG£（α）とすればG毛（ひ）／  

ざ乞2は去に無関係に．一定，つまり構成単純ガウス波はすべて同じ形状のスペク  

トル密度をもつものと考えてよい（叫（85ト（6‘7） 

単純ガウス波方《（f）が単位時間当たりあるレベルJを下から上に．超えて上昇  

する平均期待数は，すで紅．述べた式（94）で与えられるが，こ．れを荷重1サイ   
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クル当たりに．換算したあるレベルαの経過率を改めて〃（グ，ぶ£）と書くこ．と紅す  

れば，  

y（グ，釣）＝β．坤〈岬（α－．方0）2／2∫£2）  （150）  

と表すことができる。ただし上式においてほ平均値尤0の存在を考慮してある0  

各々の構成単純ガクス披の標準偏差勘（ま＝1，2，3‥川）は統計的に互いに独立  

であり，しかも半jfL親分布（halトnormaldistribution）に従うランダム変数で  

あると考えてよいとの報告（13）・（14）を参照して，標準偏差∫iの確率密度関数／’s（〝）  

は次式で与えられる。  

右（〝）＝P。l／ラ‾7押㌻βズ♪ト〟2／（2∫。2）〉  

－げ〟す7て妄言方β．方♪卜鋸2／（2ぶ‘2）〉  （151）  

ただし，P。およぴf㌧ほそれぞれ標準偏差ぶ。および扇をもった晴天時の乱気  

流（nonstormtur・bulence）．および荒天時の乱気流（thunderstormturbulence）  

の寄与率を表すものであり，当然  

P。＋P乙＝1  （152）  

となる。P。，戸島，ざ。一およびざ‘などは種々の条件下においてそれぞれの値が定め  

られるが，容易紅推測されるようにP。≫P£，ざ£＞Lぶ。である。したがって通常ほ  

式（151）における右辺籍2項は無視してさしつかえないであろう。   

突風荷重ズ（．わが式（151）で与えられる確率分布をもった一連の標準偏差を  

有した単純ガウス波で構成される場合，その突風荷重があるレベルグを横切る  

経過頻度〝ス・（J）は，式（150），（151）を用いて，   

リーⅩ・（ケ）＝†ごγ（J，〝）・′’∫（〟）d“  

＝P。β∬ク仁一（グー・．加）／5。‡  

十P‘β．坤十－（J－・－∴ガ0）／∫£〉  （153）  

としで与・えられる。これ鱒明らかに指数分布を表すものであって，単純ガウス  

波に．対するガウス（正規）分布とは異なったものである。したがって本論文で  

述べたようにり 破断まで統計的性質の不変な単純ガウス性ランダム荷重のみを  

、受ける場合の材料の疲労挙動を基礎的な立場から明らかにすると同時紅，無限   
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個の単純ガウス扱が産後負荷された重複ランダム荷重のもつ荷重頻度分布が指  

数分布となるという本節での考察結果をも踏まえて，より複雑な実際問題への  

アプロ－チを試みるこ．とが今後ますます要求される重要課題となってくるもの  

と思われる。  

6．結  言   

不規則現象を確率過程として把握し，数学的に朋確紅・記述すること紅よって，  

外見的には無秩序とも見え．る不規則現象の申に存在する統計的規則性をどのよ  

うに．適確に見出すべきかについてまず論じた。ついで，とのような統計的規則  

性に基づいた不規則現象紅係わる問題解決の理論的手法に関して，エ学的問題  

を例にとって，研究した。具体的には，S40C鋼およびアルミ合金を供試材と  

して二定常ガウス性ランダム荷重を与えた疲労試験を行い，このようなランダム  

荷重下での材料の疲労寿命の推定法紅関して研究し，あわせてランダム荷蚤の  

スぺクトル密度分布の周波数帯域が疲労寿命に及ばす影響ならび紅切欠きが寿  

命に及ぼす影響に関して考察した。得られた結果を要約すれば以下のようであ  

る。  

（1）定常ガウス性ランダム荷重の統計的性質は数学的に取扱いうるもので  

あり，またそ甲ピーク応力頻度分布ノ’p（グ）は次のようなレ－レ一分布   

榊）＝意β方♪（一－・ま㌃）  

で近似して取扱うことができる 。ここで，0・，mSほrms（rootmeansquare）ピ  

－－・ク応力を表す。  

（2）応力頻度分布を上記のようなレーーレ・一分布で近似した場合，次式で与  

えられる被害関数β（沼），   

β（研）＝r（1十沼／2）＝．J■：2。ⅣH‘．尤・♪（・－ケア）J  

を用いて疲労被害の算定を行うことができる。  

（3）ランダム荷蛋下の疲労においてほ1mSピーーク応力♂＝那と破断までの  

総繰返し数Ⅳ／との間紅は両対数グラフ上で線形関係が成立する。このJ7一耶－ 
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Ⅳ／曲線の傾きは．平滑材の場合には基本∫－Ⅳ曲線の傾きよりも約2倍はど急  

なものとなる。しかしながら，切欠きの鋭さ（形状係数α）が増すとともに．そ  

の傾きほゆるやかとなって，α＝3．28でほ基本∫嶋－Ⅳ曲線の傾きよりもさらに  

ゆるやかなものとなる。   

（4）スぺクトル密度の周波数帯域の相違が材料のランダム疲労寿命（強度）  

に及ぼす影響は麿とんど認められない。低周波数帯域を取除いた場合に．は，小  

振幅の応力の及ばす被害効果がそのような低周波数帯域をも含む広帯域ランダ  

ム荷重の場合よりも多少小さくなる傾向が示されるように．も思われるが，ばら  

つきを考慮すればその差は有意とはいえない。   

なお，周波数帯域が狭くなればガウス性ランダム荷重彼の乱れの程度ほ弱く  

なって両振り応力披的なものとなり，不規則度比九は1に近づく。   

（5）ランダム荷重下での疲労に．関して，修正マイナ－の方法で計算した  

∑（乃／Ⅳ）の値が常に．∑（〝／Ⅳ）…1となるようなランダム∫－Ⅳ曲線を両対数  

グラフ上で直線として理論的に」は次式で求めることができる。  

∧b・m′＝C′・か（研′）  

／  

こ．こ．で，∽′ぉよぴC′はの仇∂・－・Ⅳ／曲線をⅣ／グ㌫ざ＝C′と表したときの材料定数  

である。   

（6）上記（5）紅述べたランダム∫・－Ⅳ曲線を基本∫－〟曲線から簡便に 

求めるためにほ，基本∫－Ⅳ曲線上の疲労寿命Ⅳ＝105に対応する点から，切  

欠きの鋭さ（形状係数）に応じた両曲線の勾配比β－たとえば平滑材では  

β＝0．5となる－を用いて傾きを決め，直線を引くこと紅すればよい。こうし  

で求まったランダム∫－－Ⅳ曲線を用いて，ランダム荷重の実測荷重頻度分布に  

対して修正マイナ・－の方法によって〈∑（〝／Ⅳ）〉0の値を釘算し，  

∑（佗／Ⅳ）＝Ⅳ／（∑（〟／Ⅳ）〉0＝1  

として，そのランダム荷重に．対する疲労寿命Ⅳ／を推定するこ．とができる。た  

だし，ここでいう両曲線の交点を寿命値Ⅳ＝lO5の点とする方法は本実験の範  

囲内での結果に基づくもので，基本∫－Ⅳ曲線からランダムぶ－Ⅳ曲線を決定  

する紅当たっては，今後のデータの蓄積を待って充分熟慮して行く必要があ   
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る。   

以上，本研究の結果を概括したが，不規則現象を数学的紅記述し，その統計  

的性質を問題解決に応用するという手法は本研究で取上げた工学的問題に対し  

てのみならず，勿論社会科学の分野における問題に対しても適用可能なもので  

あることを強調して海きたい。   

さらに，工学的問題に関連しては，近年，機械・構造物の信頼性設討手法に  

対する関心がとみに．高まり，活発な研究が行われるに．至っている（88）～（86）。周知  

のように．，信頼性設言†に．際しては，非決定論的な外的使用件と同じく非決定論  

的な強度や寿命とを結合事象的紅考慮し，確率統計論的基盤に立脚して物事を  

考えて行くということが基本的姿勢となるものである。それゆえ紅本論で述べ  

た不規則現象の数学的記述が正に．必要とされる応用分野であり，非常紅興味深  

いものがあるが，これに関して－の詳細は別稿に．委ねる。  
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