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与えられた二点を通る既約代数曲線  

藤  田  和  憲  

1．エグ座標平面上で，相異るこ点A＝（勘，∂1），B＝（α2，み2）をとる。A，B   

を通る直線の方程式は．，（∂2・】∂1）．方一－（α21－α1）グ＝αl∂2－・α2み1である。ま   

た，線分ABの垂直二等分線上の任意の点を中心として，点A，Bを通る円が   

ある。同じくA，Bを通る双曲線，放物線は無限個ある。更に．形を任意の自   

然数とするとき（但し〝≧2）容易にわかるように．，A，Bを通る乃次既約   

代数曲線は無限個ある。既約代数曲線については，参考文献中の「代数曲線   

論．」を，以下使用する環論の用語紅ついては，「近代代数学」またほ「可換   

環論」を参照されたい。とにかく「点A，Bを通る既約代数曲線は無限個存在   

する」。これを環論用語を使って言い換え．ると，i‾実数体R上のこ変数多項   

式環R［Ⅹ，Y］の極大イデアル（Ⅹ－α1，Y－み1）R［Ⅹ，Y］と（Ⅹ一α2，Y－   

∂2）R［Ⅹ，Y］に・共通に・含まれる高さ1の素イデアルほ無限個存在する＿】と   

なる。次に・3次元座標空間R8で，相異るこ点A＝（α1，み1，Cl），B＝（α2，み2，   

C2）をとる。点A，Bを通る平面を考えると，A，Bを通る既約空間代数曲線   

は，無限個存在することがわかる。またWl，W2をR8での既約代数曲線あ   

るいほ点とすると，Wl，W2を含む既約代数曲面は無限個存在する。これらを   

環論用語で言い換えると「Pl，P2を実数体R上の三変数多項式環R［Ⅹ，   

Y，Z］の素イデアルで，高さが2以上とすると，PlnP2に含まれるR［Ⅹ，   

Y，Z］の高さ1の素イデアルは無限個存在する」となる。R［Ⅹ，Y］はR［Y］  

［Ⅹ］と同型，R［Ⅹ，Y，Z］はR［Y，Z］［Ⅹ］と同型である。従ってとも紅ネ   

ターー・正規整域上の・山変数多項式環の形である。ここでほ，上の命題の拡張紅   

ついて述べる。得たのほ次の定理である。   

定理 AをKrull磐城，P，QをA上・一変数多項式環A［Ⅹ］の高さ2の素   

イデアルとする。このとき，PnQに含まれるA［Ⅹ］の高さ1の素イデアル  

がある。そしてLPnA差QnAかつQnA三：tP（－、iAならば，PnQに∴含ま   
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れるA［Ⅹ］の高さ1の素イデアルは，無限個存在する。   

こ．の証明の前に補題を2つ用意する   

補題1．Aを正規整域で，Aの商体Kは代数的閉体とする。このときA  

の任意の極大イデアルM紅．対して，A／Mほ代数的閉体である。   

証明 Ⅹ乃十亮1Ⅹね－1十…十房免をA／M上の任意のモニ・ツク多項式とする。こ  

こに．α宜∈A，あ＝硫mOd M。Kは，代数的閉体であるから，Ⅹ乃十α1Ⅹ殉‾l十 

α雅はK上で一次因子の積配分解する。つまり，Ⅹ循十α1Ⅹ和一1・＋…十α循＝（Ⅹ  

－・α1）……（Ⅹ－－・α花），α宜∈K。各α慮はA上客であり，仮定よりAは正規であ  

るから，α官はAの元である。従って，Ⅹれ＋房lX殉‾1十…・十あパはA／M上で，  

一次因子ゐ積に分解する。故にA／Mは，代数的閉体である。   

補題 2．Aを整域，a，bを互い紅素なAの元とする。つまり，AanAb  

＝Aαみ。このとき，は－〃は，A［Ⅹ］の素元である。   

証明 A［Ⅹ］／（∂Ⅹ－α）A［Ⅹ］とA【二α／∂］が同型であることが云えれば十  

分セある。9）：A［Ⅹ］一・－→A［α／∂］を甲（Ⅹ）＝α／みなるA準同型写像とする。  

／（Ⅹ）をKe叩の任意の克とする。／（Ⅹ）の次数の帰納法紅より，／（Ⅹ）が  

イデアル（∂Ⅹ叫α）A［Ⅹ］の元であることを示す。．／（Ⅹ）の次数が1のとき，  

つまり，ノ（Ⅹ）＝dX－C，C，d∈A，か（α／∂）・－C＝＝0なので，dαご∂c，  

これよりdα∈AαnA∂，従って仮定よりdα∈Aα∂であるから，d＝′∂とな  

るAの元γが存在する。これをdα＝みc匿．代入すると，γ∂α＝∂cとなる。よっ  

てC＝γ∂がえられる。以上よりぐ＝rα，d＝γ∂であるから，ノ（Ⅹ）＝＝γ（∂Ⅹ  

－・α）。次に／（Ⅹ）の次数が2以上とする。ノ（Ⅹ）＝C乃Ⅹ軋＋・C循＿1Ⅹ乃‾1十… 

十ぐ0とおく。／（釘のニ0より，ど乃αれ＋ど乃＿1α乃－1∂十‥‥十Co∂れ＝0ゆえにC柁β乃  

はAanAb＝Aabの元であることがわかる。よってCnan＝rabをみたすAの  

元′がある。これよりC花α乃1‾1：＝′ち 従ってC符α花‾1はA（Z∂の元である。以下，  

同じ操作をくりかえすことによりC弗α＝路となるAの元才が存在することが  

わかる。これよりC乃（α／∂）－≠＝0，つまりc几Ⅹ1－・≠が（（∂Ⅹ－・α）A［Ⅹ］の  

元であることがわかる。ノ（Ⅹ）を変形すると，ノ（Ⅹ）＝（c乃Ⅹ叫り∬乃‾1十（才  

十C花＿1）Ⅹ循一－1・十 ＋coとなる。ここで（才十C乃＿l）Ⅹね‾1・＋‥‥‥十Co紅帰納法  

の仮定を適用すると，これが（∂Ⅹ－α）A［Ⅹ］の元になるから，結局ノ’（Ⅹ）   
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が（∂Ⅹ一－・α）A［Ⅹ］の元紅．なる。以上より，Ke岬＝（∂Ⅹ・－α）A［Ⅹ］がえら  

れる。故紅A［Ⅹ］／（dX－α）A［Ⅹ］＝A［α／み］が成立する。   

定理の証明 ♪＝P「1A，曾＝QnAとおく。まずβ⊆すとする。素イデ  

アル♪の高さが1ならば，♪A［Ⅹ］は，PnQ紅．含まれる高さ1の素イデア  

ルである。♪の高さが2ならば，P＝Q＝少A［Ⅹ］となる。βの高さが2で  

あるから，♪は互いに素となる元α，∂を含む。この二つの元α，∂の存在  

はAがK‡・u11整域であることから導かれる。補題2より，（∂Ⅹ・－α）A［Ⅹ］  

ほPnQ紅含まれる高さ1の弟イデアルである。もらろん釘，∂の取り方は  

無限通りあるから，PnQに食まれる素イデアルほ，無限個ある以下♪睾α  

かつす‡♪とする。次の三つの場合紅ついて考えなければならなV、。（1）♪，  

曾の高さがとも把1（2）少の高さが2ですの高さが1（3）曾，曾の高さがともに  

2。まず闇の場合，Aを墳閉集合A－♪∪曾で局所化することに．より，はじ  

めから（A，b，q）な半局所Dedekind整域としてよい。KをAの商体，  

LをKの代数的閉包とし，BをLの中でのAの整閉包とする。P′，Q′をそれ  

ぞれP，Qの上紅．あるB［Ⅹ］の累イデアルとする。さらに♪′＝P′nB，ヴ′  

＝Q′nBとおく，明らか紅Bの商体ほLである。b／はBの極大イデアルだか  

ら，補題1よりB／♪′は代数的閉体である。従って，P′＝〆B［Ⅹ］十（Ⅹ－α）  

B［Ⅹ］となるBの元αが存在する。同様陀．して，Q′＝〃′B［Ⅹ］十（Ⅹ一¶み）B  

［Ⅹ］となるBの元みが存在がわかる。（A，♪，曾）は，半局所環だから，A  

＝ク十曾。従って任意の自然数形に．対してA＝＝♪乃・十曾乃が成立する。故に．1  

＝∬詭十．γ絶となる夕れの元∬乃及びがの元．γ乃が存在する。これより，P免＝  

（Ⅹ・－・α・－・（み・－・α）・方免）B［Ⅹ］＝（Ⅹ・W∂十（∂一－・α）プ符）B［Ⅹ］ほ，P′nQ′に 

含まれるB［Ⅹ］の高さ1の素イデアル紅なる。よってP符nA［Ⅹ］はPnQ  

に・含まれる高さ1の素イデアルである。ところで，∬符の選び方と，共役元  

の性質を考え合わせれば‡P乃nA［Ⅹ］；形∈N〉は，無限集合であることがわ  

かる。次に（2）の場合，Aを積集合A－♪∪留で局所化することに．より，はじ  

めから，（A，♪，曾）を半局所ⅩⅠull整域としてよい。（1）の場合と同様乾し  

て，K，L，P′，Q′，〆，¢′を選ぷ。〆の高さは2であるからP′ニ〆A［Ⅹ］であ  

り，Q′については（1）の場合と同じ理由で，Q′＝曾′B′［Ⅹ］十（Ⅹ・【・α）B［Ⅹ］   
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となる。CをA［α］の整閉包とすると，K［α］は，Kの有限次代数拡大体であ   

るから，CほKru11整域紅なる。こ．こでP＊＝P′nc［Ⅹ］，b＊＝b’nc，Q＊   

＝Q′nc［Ⅹ］，q＊＝q／ncとおくと，容易にわかるよう紅P＊＝P＊C［Ⅹ］，   

Q＊＝ヴ＊C［Ⅹ］十（Ⅹ－α）C［Ⅹ］となる。みを♪＊∩す＊の任意の元とする。但   

しみ≠0。CはⅩrulldomainであり，♪＊の高さが2であることより，∂，   

Cが互いに．発となる少＊の元Cが存在する。固定したあに対してCの選び方   

は無限通りある。補題2より，Po＝（C（Ⅹ・－α）叫∂）C［Ⅹ］ほ，P＊nQ＊に含   

まれる高さ1の素イデアルである。従ってPonA［Ⅹ］ほ，PnQに含まれ   

るA［Ⅹ］の高さ1の素イデアルである。∂，Cの取り方と共役元の性質を考   

えれば，上のPonA［Ⅹ］の形の素イデアルは無限個あることがわかる。最   

後に．（3）の場合，♪，身の高さが2であることより，互いに㌧素となるβ∩ヴの   

元α，∂が存在する。このα，∂の選び方ほ無限通りある。補題2より（∂Ⅹ  

－α）A［Ⅹ］は，PnQに含まれる高さ1の素イデアルである。この（みⅩ・－ 

α）A［Ⅹ］の形の素イデアルが無限個あることほ，（1）あいは（2）での理由と同   

じである。  

2．参考文献申の「素イデアルの存在紅ついての一問題」で，永田氏は，次   

の性質をもつネタ一半局所一・意分解整域（A，少，ヴ）を構成している。♪，   

甘の高さほ2であり，♪，留に．含まれるAの素イデアルは〈0）だけである。  

3．Aが一・般の正規整域のとき，定理の主張は成立しない。例えば，高さが2   

の極大イデアル♪及び高さが1の極大イデアルすを有するP祀fer半局所整   

域Aについて，PA［Ⅹ］∩（PA［Ⅹ］十ⅩA［Ⅹ］）に・含まれる高さ1の素イデア   

ルは存在しない。KI・ull整域と正規登城の中間紅完全整閉整域がある。これ   

につV、て定理の主張が成立するかどうかは，いまのとこ．ろわからない。完全   

整閉整域に．関して定理の主張の成否に・は，階数1の付値環と完全整閉登城と   

の関係を調べる必要があると思われる。階数1の付値環が，完全整閉塞域紅   

なることは全く明らかであるが，その道，－・次元の完全整閉局所整域が，付   

値環紅なるかどうかは未解決である。  
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