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パラドックスとラッセルのタイプ理論  

土  屋  盛  茂  

目  次  

序  

Ⅰ パラドックス  

Ⅱ パラドックスの解決の試み   

a．解決の模索   

b．ラッセルの分岐的タイプ理論   

C．前途瞥見－－ラムゼイに．よるタイプ理論の単純化   

論理学もー・朝一・夕にして成ったものではない。プ－ルやド・モルガン等によ  

って現代論理学として再生されてから百年余を経過しているが，そ・の間順調な  

歩みばかりがあった訳でもなく，時にほ．，その時点で最高の論理体系が根底か  

ら覆えされ兼ねない大きな難問に．出会い，その解決に論理学者や数学者の多大  

の努力が要求されることもあった。論理学が言語や数学と密接に関わるもので  

あり，それらはいずれも人間の思考の産物であるとすれば，難問解決の努力は，  

論理学が思考の構造を正確に反映しようとする努力の過程とみることもできよ  

う。この点に注目して，人間の思考の構造をより明瞭に．とり出すこともできよ  

う。それのみならず，他の科学の場合と同様に，問題解決の過程を通して得ら  

れる知識成長の－一・つの場合と見ることもできるだろう。そのような問題解決の  

努力の最も典型的で最も有名な例が，論理学・数学・言語に．関わるパラドック  

スの出現とその解決の試みである。それほ今世紀初頭から数十年続けられた，  

いや現在もなお継続している問題である。筆者は香川大学に．おいて一・般教育科  

目として論理学を担当すると共に，高学年向けの－・般教育科目をも担当するも  

のであるが，上の問題ほ，初等論理学を一度学習した学生に対する一・般教育に   
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とって－好個のテ㌧－マをなすと思われる。ここでこの問題をとり上げる所以であ  

る。ただ紙幅の関係上，代表的なパラドックスのみをとり上げ，パラドックス  

解決の初期の代表としてラッセル（B．Russell）のタイプ理論に焦点を絞りた  

い。彼のタイプ理論ほしばしばr分岐的」（r・amified）という修飾語を冠せら  

れるよう紅かなり複雑なものであるが，筆者は本稿でその解明をいく分かでも  

試みると共に・，ラッセルに続く発展の展望として，ラムゼイ（F．P．Ramsey）  

によるその単純化の試み紅も簡単に触れること紅する。  

Ⅰ パラドックス  

（a）嘘つきのパラドックス   

古来最もよく知られているパラドックス紅，．エビメェデス（B．C．6C）の名  

を冠せられる嘘つきのパラドックスがある。  

（1）クレク人エビメ声デスが「クレタ人の言うことは全部嘘だ」と言った。  

では，クレタ人ヱ・ピメニデスの言明i‾クレタ人の言うことは全部嘘だ．」は轟か  

偽か。常識的な其理理論に．従えば，ある言明が真であるのは，その言明の主張  

内容が事実であるとき又そのとき紅限る。エビメェデスの言明が真であるな  

ら，その内容紅従って－，それは嘘，つまり偽である。偽だとすれば，その内容  

に従えぼ，嘘でないから其である。要するに．・エビメェデスの言明は，それが偽  

であるとき又そのときに限って英ということになる。ここに．明白な矛盾が生じ  

ている。   

だが矛盾を導き出す推論を子細に換討すると，逃げ道が見出せないこともな  

い。∴エビメェデスの言明が偽であるとき，「クレタ人の言うことは全部嘘だ」の  

否定はl‾クレタ人の言うこ．とが全部嘘とほ限らない」であるから，自分自身が  

其だと言っているとは限らない。これを寅とすると矛盾が生じるが，偽と仮定  

すると矛盾が生じない。それ故偽である，と結論することができる。しかしこ  

れで嘘つきのパラドックスが解消して了う訳ではなく，B．C．4Cのメガラ派  

の哲学者エクプリデスの作と伝えられる，  

（2）或る人がi‾私が今言っているこ．とほ嘘だ．＿lと言った  

は真正のパラドックスである。「私が今言っていること」ほまさに「私が今言っ   
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ていることは嘘だ」という当の言明を指し，それ以外のものを指さないのだか  

ら，上のような逃げ道ほない。このパラドックスの核心は，「‥ほ偽である」と  

いう言明が曖昧さなし紅自分自身紅言及しているところ紅ある。このことさえ  

あれば，いろいろの変種をつくり出すこともできる。（2）をより明確紅した，  

（3）『一・般教育研究』発17号15貢の上から5行目のl‾『－一・般教育研究』l・‥一」  

なる言明（3）ほ偽である  

もその－－・つである。相互に言及し合う二つの言明に関しても同様のパラドック  

スを見出しうる。ビュリグン作と伝えられる，  

（4）ソクラテスがl‾プラトンの言うことは偽である」と言い，プラトンが  

！‾ソクラテスの言うことは真である」と言う  

もその例である。   

ついでに古くからパラドックスとして知られているものの申いくつかを挙げ  

てみよう。  

（5）ある領地の入口に橋があり，そのたもとに．絞首台が建てられ，この橋  

を渡って領地に、入るものはこれから自分のしようとすることを正直紅告  

げねばならない，もし偽りを言えば絞首台に．懸けられる，という布告が  

出された。ある旅人が「自分ほ絞首台に．懸けられに．行く」と告げた。彼  

を絞首刑に処すぺきか否か。当惑した衛士に．解決策を求められたサンチ  

ョ・パンザは．どう答えただろうか。（『ドン・キホー・テ』中の物語－  

Church1951，pp．103－4etal．）  

（6）プロタゴラスほエクアトロス紅，エクアトロスが訴訟紅初めて勝った  

時紅綬薬科を支払うという条件で弁論術を教え．た。ところが授業が終っ  

ても訴訟はなされず授業料は払われなかった。そこでプロタゴラスはエ  

クアトロスを訴え，「エクアトロスがこの訴訟に勝てば，契約条件に従い  

彼は授業料を支払うべきであり，私が勝てば，それが裁判所の決定なの  

だから，彼は授業料を払うぺきだ」と述べたが，－・方．エクアトロスも，  

「プロタゴラスがこの訴訟紅勝てば，私ほ．まだ訴訟に．勝っていないのだ  

から授業料を払う必要ほないし，私が勝てば，それが裁判所の決定なの  

だから，授業料を払う必要はない」と述べた。さていずれに軍配を上げ   
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るぺきか。（Mackie1973，pp．297－－・8）  

これらほいずれもディレンマと言われるものであるが，同時に一層の自己言及  

を含んでいる。例えば（6）では，訴訟の決着のキー・ポイントほ契約条件で  

あるが，その条件ほ当の訴訟の勝敗に言及して‥いる。そのため決定を下サこと  

ができない，等々。でほ解決はないのだろうか。否，答は簡単で，そのような  

布告や契約は無効と言えばよい。その意味でこれらほ偽似パラドック．スといえ  

る。だが嘘つきのパラドックスほそうではない。布告や契約の場合は不成立も  

可能であるが，l‾真」†‾偽」の概念が不成立では困るのである。常識的な真理概  

念を保持する限りこのパラドックスが不可避であるという点紅，そ・れが真正の  

パラドックスとみなされる理由がある。   

（b）プラリ・フカ・ルテイ（C．Burali－Forti）の最大序数のパラドックス  

（Bur・ali－FoI・ti1897）  

話を近代に．，しかも数学の領域に移そう。集合論において，任意のクラスの  

メンバ・－ほ．，推移的（tr－ansitive）で非反射的（irreflexive）で結合的（con－  

nected）ななんらかの関係によって一順序づけ（ordering）をすることができる，  

ということが示されている。そのようなクラスを順序クラス（order・ed class）  

という。しかもその順序クラスが最初のメンバーーーを持ち，しかもそのすべての  

部分クラスも最初のメンバ－を持つとき，整列クラス（well・Ordered class）と  

いう。二つの順序クラスαとβ間に．一・対ユ・対応ノ■があり，ゐと鳥をαとβの  

順序づけの関係とするとき，．方，．γ∈αで．γ＝ゐ．γなる任意のズ，．γをこ対して，力声  

ゐげ．γ）が成り立つならば，αとβは相似している（SimilaIっという。ある整列  

クラスをとると，それに相似なクラスから成るクラスが存在する。それがそれ  

らのクラスの序数（ordinalnumber）である。n個のメンバqを持つ整列クラ  

スの序数はnであり，この点基数しCardinalnumber）と変らないが，自然数を  

大きさの順に並べた整列クラス†0，1，2，…〉の序数は紺0とされ，それに任意  

のメンバ・－，例えば甜0を付け加えたクラス（0、1，2，…，紺0〉 の序数は紺0・十1  

とされる。無限クラスに関して紺0十1なる序数のある点で，序数ほ．基数と異な  

る。   

さて，いかなる序数のクラスも竪列加能なることほカントール（G．Cantor）   
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によってこ示されている。それ故，あらゆる序数のクラスも整列可能であり，そ  

れ自身の序数を有す。その序数をnとする。上で見たように・，0から好までの  

序数から成るクラスの序数は〝・＋1である。∫1も序数であるから，それを先の  

クラスに含めると，そのクラスの序数はn十1となる。当然nくn十1。しかる  

に，nがその序数であるクラスは全序数のクラスであるから，nもそのメンバ  

ーでなければならず，それならn＞n十1でなけれはならない。これほ不可能  

だから，nほ序数でありながら全序数のクラスのメンバ－でないことに．な  

る。   

これほ1897年に．プラリ・フォルテイの見出したパラドックスである。彼はこ  

れを，序数の全脱序づけが不可能なこ．との証明に用いようとしたのだが，同年  

カントールがその仝脱序づけの可能なことを証明しており，真正のパラドック  

スであることが知られた。後紅見るように．このパラドックスの原因は，序数の  

順序づけ．以外のところにあったのである。又このパラドックスほカントール  

が，1899年のデデキント宛の書翰で見られる通り（1895年位にほ気付かれてい  

たようだが），プラリ・フォルテイと独立に，無限基数の整列クラスに．関しても  

言いうることを見出していた。だがここではそれは省略し，次に，最大基数に  

関するカントールのパラドックスを示すこと紅する。   

（c）カントールの最大基数のパラドックス（Cantor1899岬Kleene1952，  

p．36et al．）  

カントールほ，いかなる条件を与え／てもクラスが特定されるとするから，あ  

らゆるクラスのクラスも存在すると考えられる。それをyとしよう。又任意の  

クラスαの部分クラスのクラスをぴαで表わし，クラスβの基数をすで表わ  

すなら，ぴふ＝2亘 即ち衣抗妄なることも示されている。全クラスのクラスγ  

に関してもKぴyがいえる。ところがぴⅤほクラスのクラスであり，Ⅴはあ  

らゆるクラスのクラスであるから，ぴyはγの部分クラス，即ちぴy⊆yであ  

り，従って訂『くFである。これは上の結果と矛盾する。   

（d）ラッセルのパラドックス（R11SSel11902）   

カントールに．従って，いかなる条件によってもクラスほ与えられるとしよ   
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う。即ち，  

（7）（甘．γ）（∬）：∬∈．γ．…．F方（1）  

この条件ダガを王‾クラス∬は自分自身のメンバ－・・でない」，即ち  

（7′）F．方．…．．方在．方  

とすると，α＝〈1方：．ガ直方〉，即ち自分自身のメンバーでないクラスから成るクラ  

スが特定できることになる。（7）と（7′）より（．方）：．方∈α．…．一方宙方。ではこ．のクラ  

スαは自分自身のメンバーであるかどうか。αも∬のとりとる値の一・つだから，   

（7′′）α∈α．…て．α年α  

即ち，αが自分自身のメンバ－であるなら，そのクラス特定条件から自分自身  

のメンバ－・・でないことになり，αが自分自身の．メンバーー・でないなら，同じく特  

定条件から，αのメンバ－，即ち自分自身のメンバ－であることに・なる。   

このパラドックスは1902年のプレ・－ゲ（G．Frege）宛審翰に．よって発表され  

た。時恰かもフレーゲがG㌢・〟〝dgβぶβねβdβγAγ去■fゐ∽β古壷ゐの第二巻を出版する  

直前であった。プレ㌧叫ゲほこの大作紅おいて，論理学を基に集合論を含む数学  

の基礎づけをなそ・うとしていた。ところがラッセルのパラドックスは，そのプ  

レ－ゲの理論中に．避け難い矛盾が含まれていることを指摘したのであった。フ  

レ－ゲにとってこの結果は非常にVヨツクだったらしく，上掲酋のNachwort  

（1902年10月）の冒頭に「科学の著作家に．とって，その仕事の完成後に．，その構  

築の基礎の－・つがぐらつくこと以上に．不都合なことはない。私ほこの巻の印刷  

の終了間近に．なって，パ小・・・・・トランド・ラッセル氏の手紙に．よってこそのような状  

態に．置かれたのである＿王 と番いている。なぜプレ－ザはラッセルのパラドック  

スをかはど深刻把．受けとめたのか。それ以前すで紅，プラリ・フォルテイやカ  

ントールのパラドックスも知られていたでほないか。だがそれには十分理由が  

ある。後者のパラドックスが深刻でないという訳でほないが，「ぁらゆる序数の  

クラス」とか「あらゆるクラスのクラス」などは，集合論構築の極限領域で生  

じるクラスであり，そのパラドックスはそこに至るまでの構築を揺がすもので  

はなく，今後構成のし方を工夫すれば解消しうるかもしれない，という希望も  

持てたのである。事実後のツエルメロ（E．Zermelo）の公理体系ではそのよう  

な大きすぎるクラスの構成ができないように工夫された。ところがラッセルの   
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パラドックスは，集合論において基礎申の基礎であるメンバー性（．方∈ク）の概  

念から生じるものであり，ここから矛盾が生じる以上，集合論の構築はそもそ・  

も最初から安心してなされ得ないと受けとめられたのである。そのため数学  

基礎論に関心を持つ数学者や論理学者は，ラッセルのパラドックスを機縁とし  

て集合論のパラドックスーー・般にも冒を向けざるを得なくなった。いやそれのみ  

か，嘘つきのパラドックスも含めたパラドックスー・般の解決を，論理学にとっ  

て差し迫った必要性と受けとめるように．なり，それから活発なパラドックス論  

議が展開されるように．なったのである。   

ラッセルのパラドックスほ，自分自身のメンバ－でないクラスのクラスαが  

当のα自身のメンバ－・か否かという自己言及をなすという特徴と，Ⅰ‾自分自身  

のメンバ－でない」という特殊なメンバ」一睡の条件を持っていた。後者を若干  

変更すると，同タイプのパラドックスが無数に．つくり出されうることも今は知  

られている（Quine1951，p．131etal．）。それにはメンバ－・性の条件F方を  

次のよう紅すればよい。  

（8）∬∈α1．…∴（．γ）：～．．光■∈グ．グ∈尤  

・ガ∈ 

．方∈αル．≡＝∴（ク1）‥・（．γ符）：～．．方∈．γ1．．γ1∈．γ2．1．．γ乃∈方   

又ラッセルは，関係に関しても類似のパラドックスを見出しうることを指摘  

している（Russe111908，1910et al．）。関係Tを次のような条件で定義する。  

（9）点（r〉∫．…．～忍（点〉∫（‘点（T）ざ’は点がぶに対して関係rを持つと読  

む。なおここの孔 ∫は関係変項とする）  

即ち，任意の関係忍と∫が関係rを有するのほ，点と∫が関係点を有しない  

とき又そのときに限る，と定義する。忍と∫は変項であるから任意の関係を代  

入することができる。両者にrを代入すると，  

（9′）r（r）r．…．～r（r〉r  

即ち，γが自分自身紅対して関係rを有するのは，rが自分自身紅対して関係  

rを有しないとき又そのときに限る。かくて先と同様のパドラックスが生じ  

る。   

ところでラッセルは上のパドラックスを日常言語に．よって具体化した「理髪   
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師のパラドックス＿lも考案している（類似のものは数多くある）。  

（10）ある村に一・人の男の理髪価がいて1彼は，自分で自分の髭を剃らない  

村内のすべての男の，またそれらの男だけの髭を剃るように定められて  

いる。では彼ほ自分の髭を剃るかどうか（Quine1951etal．）。  

矛盾の生じるのほ明らかである。彼が自分で自分の髭を剃るとすれば，自分の  

髭を剃ってはならず，自分で自分の髭を剃らないとすれば，自分の髭を剃らね  

ばならない。しかし我々は，先のサンチョ・パンザのパラドックスなどと同様  

に，このような理髪師の存在を必然と考える必要はない。この条件を満たす理  

髪師は存在しえない，と結論すればよい。それがクラスや関係に関するラッセ  

ルのパラドックスと異なる点である。クラスのメンンミー性や関係を不必要と考  

えることはできない。たしかに．，パラドックスを生み出すこれらのクラスや関  

係にはどこか間違ったところがあり，それは取り除かねばならない。しかしそ  

の除去は，間違いの源だからといって，クラスや関係の概念全体を捨て去るこ  

とに．よっですることほできない。必要なのは，それらの概念は保持しながら，  

それら特定のクラスや関係を生む間違いを特定し取り除くことであり，それが  

パラドックスにからむ焦眉の問題だったのである。  

（e）リレヤ－ル（J．Richard）の定義可能性のパラドックス（Richar’d1905）   

0くα＜1なる実数αの言葉に．よる定義を考えてみる。 言葉に・よる定義ほ，  

日本語又ほ何語であれ，各々（いかに長くとも）有限個の文字紅よってなされ  

るものであるから，定義された数は可付番無限個を超えない。それらの数から  

成るクラスEとしよう。それらの数はす、ぺて無限小数の形に展開できるから，  

Eのメンバ－〝乞は次のように配列できる。   

α1＝0．仇1α12（Z13… α1，b…  

α2＝0．α21（722伽5‥・α2γ乙…  

α：；＝0．の1（Z32釣3…・α3九…  

α乃＝0．α花1（Z，乙2α花8…αれ耽…   

（α乃はこの配列に．おける形番目の小数，α酸乃はα佗の小数点発光位の数字と   

する）  

ここでリレヤ」－ル数とも名付くべき数Ⅳを，カントールの対角線法にならっ   
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て，「整数部分紅数字0を有し，小数点〝位の数字としてほ，β中の乃番目の数  

α彿の小数点〝位の数字が9でなけれほα読・十1を有し，α循裾が9なら0を有す  

ような数」と定義する。このⅣも言葉紅よって定義された0くⅣく1なる数で  

あるから，且のメンバ－・でなければならない。ところがⅣはβのどのメンバ－  

とも異なる。釣とは仇1把関して，α2とほ助2に関して，－・般にβ花とはβ乃花に．  

閲しでⅣは異なるからである。それ放Ⅳは屈のメンバ－でないことになる。   

（f）ケ－ニッヒ（D．K6nig）の定義可飴陸のパラドックス（2）（K6nig1905）   

このパラドックスほ．，リレヤ－・ルのものと同じく定義可能性に関するもので  

あるが，それより一年前にハイデルベルクでの数学者会議で公表されたもので  

ある。彼も同じく言葉によって有限的紅定義されうる実数の集合βを考え．る。  

βの濃度は訣。であり，実数全体の数ほ．恥よりほるかに多いから，定義されえ  

ぬ実数が存在し，それら全体で一山てつのクラスFを構成する。カントーールの連続  

体仮説雁．よれば，実数全体のクラスは整列可能であるから，その部分クラスも  

最初のメンバー・を持つ。そこでケ・－ニッヒ数Ⅳを「有一限的に定義されえない  

（βに属さない）すべての実数のクラスダの第一・番目の数＿‡と定義する。この  

Ⅳは有限の言葉で定義されているからβのメンバーでなければならない。と  

ころがこの定義ほ，Ⅳが且のメンバ・－でないことを告げているのである。（ラ  

ッセルは実数の代りに序数を扱い，Ⅳの定義を！‾有限的に定義されえない最初  

序数＿】と変項してパラドックスを構成しているが，本質は変らない）。   

グー・ニッヒほこのパラドックスを，実数のクラスが整列不可能なることを背  

理法によって示すために用いたのであるが，同タイプのリレヤーールのパラドッ  

クスの発見に．よって，パラドックスの原因が別にあることが知られ，しかもツ  

エルメロが1904年にあらゆるクラスが整列可能なることを示しているから，そ  

の背理法はカを失ない，このパラドックスは其正のパラドックスとみなされる  

よう紅なった。   

（g）ペソ・－（G．G．Berry）の命名可能性のパラドックス（Russell1908，p．   

153，1910，p．61et al．）   

これは英国の司書ペリーが見出し，ラッセルによって公表されたパラドック  

スである。すでに見た如く数ほ言葉によって定義されうるが，数の名前につい   

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ



土  屋  盛  茂  22  

ても同様である。「九」や「＼三の三兎」はいずれも9の名前である。日本語によ  

る正の整数の名前を考えよう。－・字の名前，二字の名前等々がある。一・－・般軋名  

前の字数が増すと，不規則的でほあるが，名づけられた数は大きくなる傾向が  

ある。又，－・定数の文字によって㌧命名される数ほ，文字とそ・の配列が有限なの  

だから，その数は有限である。22字以内の文字で命名される正の整数は有限個  

しかなく，従って22字以内の文字では命名されない正の整数が無限に．存在し，  

それらは一つのクラスを成し，明らかにその中で最小の正の巻数があるく8）。今  

そのような最小の正の整数に．1二十二字以内では命名され得ない最小の正の整  

数」という名前を与える。ところがこの名前は22字から成っており，22字以内  

の文字で命名されうる正の整数のクラスに属すことに．なるが，一・方，その名前  

の告げるところでは22字以内でほ命名できない数なのである。   

（h）グレリング（K．Grelling）の‘heterological，のパラドックス（4）（Grelling  

＆Nelson1908，－Beth1959，p．486，Quine1961，pp．6・－7，Ramsey   

1925，p．27et al．）   

今二つの新しい形容詞を導入しよう。それらは形容詞の性質に関するもので，  

自分自身に．あてほまる形容詞をautological（自己記述的）と呼び，自分自身  

にあて一はまらない形容詞をheterological（非自己記述的）と呼ぶこ．とに．する。  

英語の形容詞に．ついて言うなら，‘short，はそれ自身短かいからautologicalで  

あり，‘Engligh，ほそれ自身英語の語だからautologicalである。一L方，‘long，  

は長くないから自身にあてはまらず，heterologicalであり，‘French，はそれ白  

身はフランス語の語でないからheterologicalである。ところで‘heterological，  

も形容詞であるが，これはheterologicalなのかどうか。heter’Ologicalだとすれ  

ば，自分自身に．あてはまっているからheterologicalでなくautologicalであり，  

hetercgica卜でないとすれば，自身に．あて一ほまらないから，heterologicalであ  

る，という矛眉が生じる。   

これほ嘘つきのパラドックスとよく似ているが，それも当然である。形容詞  

は， ‘Ⅰ・ed，が赤いものについて貢であるように，あるものについて眉というこ  

とができる。これを特定化すれば1－自分自身について央＿】という複合的形容詞  

に至る。‘autological，と‘heterological，は，各々r自分自身について英」と   
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「自分自身について真でない＿王 を単一・の形容詞として表現し直したものにイ由な  

らない。「自分自身に．つい七真でない＿lは自分自身について共でないのかどう  

かと問うのは，嘘、つきのパラドックスと同じであり，それが‘heterological’の  

パラドックスなのである。   

なおこの他紅もパラドックス又は偽似パラドックスはいろいろな種類のもの  

があるが（5），ラッセルのパラドックスをきっかけに．生じた一・連の動きの中で注  

目されるぺきパラドックスとしてこは，これまで挙げたもので十分であろう。一丁・  

部すでに．指摘したように，これらのパラドックス中にはなんらかの形の自己言  

及が含まれていることは明らかであり，又その点こ・そがラッセルのタイプ理論  

とも関連しているのである。その意味からも我々ほ，上記のパラドックスの枚  

挙に留め，他の種のパラドックスほ後の機会に・別の観点から見てみたいと思う。  

Ⅱ パラドックスの解決の試み  

a．解決の模索   

上記のパラドックスは，数学・言語を包括する論理体系の構築を構想する，  

プレ－ゲやラッセルなどの論理主義者紅とっては勿論－・時も放置できない重大  

問題であるが，他の数学者・論理学者・哲学者に．とっても，問題が数学・言語  

の基本概念に関わるものである以上，たとえ，それらの概念の特殊な使用紅際  

して初めてパラドックスが生じるため，それ以外の使用では実際的な支障が生  

じることがないと予想されるとはいえ，やはり数学や言語の基礎紅不安のある  

ことに変りはなく，同じく忽せにできない問題と映じていた。例えば，ツエル  

メロの如く，自己の領域（集合論）で安全性を確保できるような公理体系の建  

設に取り組んだり，又他に，パラドックスの原因をさぐる論理的・哲学的な議  

論がいろいろなされたりした。われわれはそれらの試みを，その極く一・部では  

あるが，ラッセルのタイプ理論とそれに関連する考え方を通して，眺めてみた  

いと思う。  

リレヤーールほ，パラドックスを告げる1905年の番翰紅おいて，「この矛盾はみ  

かけだけのものだ」と言い，一つの解決の方法を示唆している。彼のパラドッ   
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クスは，リジャー・ル数Ⅳが，有限的に言葉で定義された数のクラスβ紅属す  

ぺきであるのに，点に属していないという点にあった。βにⅣを加えてクラ・ス  

β′を作っても解決されない。なぜなら同じくβ′に・対応する新たなリレヤール  

数Ⅳ′が定義されうるからである。問題は，クラスβが総体的に定義されてい  

ない（not total1ydefined），即ちそのメンバー・が確定していないという点紅あ  

る。それをするに．は∴Ⅳの定義も付け加えねばならないが，Ⅳの定義中にはβ  

への言及が含まれているから，且を定義するのに・βを以っでするという循環が  

含まれている。この循環の放にβほ総体的に定義されえず，有意味にならな  

い，と言うのである。   

ポアンカレ（H．Poincar6）もリVヤ・－・ルと同じ見解を持つ（Poincar畠1906）0  

ポアンカレ自身は，論理主義のものであれ形式主義のものであれ，数学の論理  

学化に．は批判的であって，数学にはやほり直観紅立働するアプリオリな綜合的  

原理がある，少くともその一・つが数学的帰納法だと主張する。それを認めず，  

数をクラスのクラスと定義するものも，願意味な記号列から成る公理系の無矛  

属性を証明し，その公理系を満たすものとして数を定義するものも，実ほ数又  

は数学的帰納法を前提しているから，等しく循環論法を犯しているのだ，と指  

摘する。我々のパラドックスも同じく循環論法に・より生じる。循環した定義に  

ょって与えられるのが，ラッセルのいう非確定的（impredicative）なクラスな  

のだという。彼は更に．その病根を，論理学者が前提するカントールの集合論に  

含まれる実無限の観念に求める。上記パラドックスの循環的定義にほ，常に・  

「すべての＿！という語が現れ，自己言及を含むクラスをそれによって確定した  

ものとみなそうとしてt、る。それらのクラスほ無限のメンバ－を含むから，そ  

のクラスを所与とすることほ実無限を認めることである。しかし無限の対象に・  

対する定義は完了しない。それを完了したものとみなす虚構からパラドックス  

が生まれる。特に定義が循環しているときは，定義が完了したと一応仮定して  

みても，まさにそのとき未定義のメンバ－が次々と登場してくる。ポアンカレ  

は，実無限を前提するときは，そのような危険性を常紅内蔵している，と言う  

のである。   

ラッセルも，どんなメンバ一性の条件（彼は「命題関数」（propositionalfunc・   
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tion）という術語を主に．使う）によってもクラスが確定されるとはもほや言い  

えないこと，非確定的な命題関数のあることは認めた。タイプ理論の完成に．先  

き立って1905年にラッセルほ，非確定性排除の方向として三つの仮説を提示し  

た。（1）ジグザグ理論，（2）サイズ制限理論，（3）無クラス理論の三つであ  

る。ジ′グザグ理論は，命題関数がクラス確定に．成功するのほ，それが単純なと  

きであり，命題関数が複雑で分りに．くい時ほクラス確定に失敗する，という考  

えに基づいている。複雑で分り紅くいことをジグザグ性と呼ぶが，ではどのよ  

うな命題関数を汐グザグと判定するのかほ曖昧である。パラドックスを生み出  

すような命題関数がそうと害うのでは，何の助け紅もならない。勿論その条件  

はこれから求めるぺきものとされてし、るのであるが，結局はタイプ理論で明確  

化されるぺきものであった。ところで，プラリ。フォルテイの「あらゆる序数  

のクラス＿lやカントールのl‾ぁらゆるクラスのクラス＿iという条件ほジグザグ  

でほないが，そ・の与えるクラスが余りに大きすぎるということは明らかであ  

る。とすれば，大きすぎるクラスを生み出すような命題関数を除外するという  

のもーつの考え方である。だがどのようなクラスが大きすぎるのか。それが前  

記の類のものだとして－も，どのようなし方で大きすぎるクラスを生まないよう  

にクラスのサイズを制限するのか。その方法ほ．別途求められねばならない。結  

局ラッセルほこの方向は採らなかった。代りにツエルメロやフォこ／・ノイマン  

（．J．von Neumann）が，厳密な構成規則紅従っで生み出されるもののみをク  

ラス（又ほ壌合（set））と認めるという公理的方法を採ることに．よって，クラス  

のサイズの制限をなしえたのである。顛クラス理論は，クラスと命題関数の間  

にある微妙なずれにパラドックスの原因を認め，クラスを存在の類から除外し  

ようとする態度を表わす。「クラス」という語を用いるとしても，それはそのメ  

ンバ一について語る便宜的な手段紅他ならない。その結果，命題関数ダ．芳がク  

ラスを決定すると言うことは，ダなる多くのズ・について語る便宜として認めら  

れるとしても，存在でないクラスの方から命題関数を決定することは認められ  

ない。かくて，ラッセルのパラドックスに現れる‘‘．方章∬〃ほ命題関数と認めら  

れないことになる。だが集合論でほ．！‾クラスのクラス＿！と有意味的に語られて  

いたのであるから，たとえ」‾クラス」概念は用いずとも，それに．対応するもの   
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が命題関数によって表現できねばならない。だがその時は，パラドックスの原  

因は，クラスと無関係に，特殊な形の命題関数にあるということが明確にされ  

ねばならないだろう。無クラス理論を採る必要があったかどうかはともかくと  

して，次に述べるタイプ理論では，無クラス理論は前提されるであろう。   

b．ラッセルの分岐的タイプ理論（Ramified Type Theory）   

ラッセルも，定義項中に被定義項が含まれているような循環にパラドックス  

の原因を認めるという点では，リシヤ－ルやポアンカレと軌を仙一軋する。彼は  

それをr悪循環の原理」（Vicious Circle Principle）とし，rある集まりに総体  

があるとするとき，その集まりがその総体軋よってしか定義されえないなら，  

先の集まりには総体がないのである」と述べた。簡単にすれは，】‾ぁる集まり  

のすべてを含むものは，そ・の集まりの一員となってほいけない．」（whateverin・  

VOIvesallof a collection must not be oneof the collection）。（共に．Russell  

1908，p．155）。カントールのパラドックスについていうなら，あらゆるクラ  

スのクラスも又クラスであるから，それ自身のメンバ－・でなければならない。  

かくで悪循環の原理を犯し，あらゆるクラスのクラスは不正当な総体（aniト  

1egimatetotality）ということに．なる。そこで問題ほ，算一に．，悪循環の原理を  

正しく反映する論理学の体系を構築することであり，第二に．，それに従えばパ  

ラドックスが排除されるということを示すことに．よって，逆に．悪循環の原理の  

（帰納的な）立証を試みることである。これをするのがタイプ理論であり，それ  

をラッセルは，l‾クラス」を前提せず，主に「命題関数」に．対して行なうのであ  

る。   

「．鴛は歩く＿tや「．ガほ．γの父親である」などを‘卯’や‘れγ，などで表わす。  

ラッセルはル－ズなし方でこれらを命題関数と呼ぷ時もあるが，厳密に．は命題  

関数と区別する。命題関数は・ガの値となる個体α，∂，…と命題甲α，甲∂，…とを  

対応づける機能であり，‘p．£，や‘～柁夕，などで表わす。甲．方や函γは，．方やプに個  

体名α，∂，‥いなどが代入されたとき確定した命題甲α，1‥川，如∂，…になるような  

未定の命題であり，曖昧に表示される命題である。数学における“．方＝．方”のよ  

うに．，甲．方が主張されるならば，それほ特定の個体αや∂紅関してだけでなく，  

いかなる（any）個体に．関しても甲であると主張していること紅なる。それ故   
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PX，従って甲．；が明確な意味を持つ（well－defined）とすれば，先ず甲a，甲b，…  

のすぺてが明確な意味を持ちえねばならない。従って個体の名前α，∂，…のす  

ぺてが明確な意味を持っていなければならない。即ち，甲．ガ又は甲．倉ほα，∂，…・  

の総体を前提する。逆にα．み，…が甲一定を前提することほない。もし甲∬の．がに  

甲．走を代入するなら，悪循環の原理が破られている。それほ．甲（甲釦 となるが，  

その一例l‾『歩く』ほ歩く－】のように．，真でないのみか偽ですらなく，意味を  

全く失なうのである。   

普通命題（れ甲尤・把関しても同様のことがいえる。それが明確な意味を持つ  

には，．ガの値，個体の総体が前提されていなければならない。それ故（．ガ）．甲．㌃は  

「．方のす・べての値に関して甲．ガは真である＿lと読むぺきでほない。∬の値として  

何が与・えられるかが明確に．されていないからである。むしろl‾．ガのすべての可  

能な値に．関して甲．方ほ真である．」と読むぺきだという。．ガの可能な値とは，（・れ甲一方  

又は甲．ガを有意味粧するような．∬の値である。そのような値の総体を甲£の「有  

意味性の変域＿1（range ofsignificance）と呼ぶ。命題関数には，個体k．関する  

ものだけでなく，個体の関数を独立変項（aIgument）とするものもある。それ  

は有意味となるため紅個体の関数の総体を前提する，即ち，個体の関数の総体  

が有意味性の変域をなす。これは更に個体の関数の関数紅ついてもいいうるだ  

ろう。かくて命題関数には階層のあることが分かる。この階層を決定するのは  

各命題関数の有意味性の変域であるから，それをタイプと呼ぶのである。こう  

して，発一・のタイプをなすものが個体，第二のタイプが個体の命題関数，第三  

のタイプが個体の命題関数の命題関数等々，とタイプ区分されるであろう。   

だが命題関数のタイプがその独立変項だけでは決まらない場合がある。束縛  

変項を含む命題関数にその場合がある。例えば甲．左・も（甲）．、／て甲，倉，．；）も共に．個体  

．方を独立変項とする命題関数である。（個体の関数は甲，¢，…というギリシア文  

字を用いて表わすが，それと区別するために，個体の関数の関数ほ′■，g，…りで表  

わし，又これらの関数はF，G，・‥で表わすことにし，それ以上の階層の関数に  

も同様の工夫があるものとする）。甲．をほ個体の総体を前提するだけでよいが，  

（甲）．．／て甲．を，．是）は，．方の可能な値の総体だけでなく，束縛変項甲．をの可能な値の  

総体をも前提する。それ放甲曳より高次の関数とみなさねばならない。それ故   
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命題関数のタイプは，何の関数かという面だけでなく，その表現の申紅いかな  

る束縛変項を含むかという面からも考察せねばならないことになり，それだけ  

複雑化する。それらのことを含め，ラッセルほ」‾階－I（0Ⅰ・der）という語を用い  

て命題関数を次の如く区分する。   

先ず，束縛変項を全く含まぬ関数，マトリックス紅ついて見ると，その階ほ  

独立変項だけで決まる。個体変項のみを含むものほ一階の関数（first・Order  

function），一億の関数を独立変項の中紅含むものが二階の関数，そして山・般  

に・，その独立変項の中に最高階として紹一1階の関数を含むものは紹階の関数  

である。例で示せば次の通りである。（各文脈中最高階の関数のみが定項）   

一階の関数 甲．右，¢（．倉，．夕），ズ（．倉，．タ，2），・・   

二億の関数 ノ（参．倉），g（串．倉，¢倉），ゐ（声．倉，一定），・  

′ヽ  三階の関数 F（．／■（董．；）），Gげ（声．；），串．坑i），  

束縛変項を含む命題関数に・ついては，個体の総体以外を前提しない（個体変項  

（自由又は束縛）以外を含まない）ものが一一・階の関数であり，例えば，   

甲．£・，¢（．是，．夕），（れ¢（．芳，タ），（助′）．¢（．倉，グ），‥い（＄）  

変項として－▲階の関数を含み，かつそれより高階の関数を含まないものを二階  

の関数とする。例えば，   

ノて令弟，g（申立，∂．£），ゐ（串．；，曳），（れゐ（¢．；，れ（甲）．g（甲．£，銅），  

（甲）．ゐ（甲．左，．倉），…  

変項として二階の関数を含み，かつそれより高階の関数を含まないものを三階  

の関数とする。例えば，  

′ヽ  ダ（．／（参．を）），G（．／■（参．倉），参，嘉），ガ（ノて参．£），郎，．を），  

（．れガ（′（参宣），わ，（ノつ（甲）．〃（．／て串．を），甲．；巨嘉），け  

一般に犯階の関数は，柁・－1階の関数を変項として含み，かつそれより高階の  

関数を含まないものと定めることができる。   

自由変項を含まない命題に関しても，関数の場合と同様に階を定めることが  

できる。一階の命題とは，基礎命題（elementary proposition）又ほ個体変項の  

みを束縛変項として持つものであり，例えば，   

甲α，甲α．Ⅴ．甲∂，（．方）．甲．方，（且わ（一γ）．¢（．方，．γ），   
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ニ階の命題は，束縛変項として一階の関数又は命題を含み，かつそれより高階  

の関数又は命題を含まないものである。例え．ほ，  

（甲）．．／（甲．£），（gや）（．れg（甲．£，．わ，（♪）．ゐ（♪），・‥  

†般に．勘階の命題は，形一岬・1階の関数又ほ命題を束縛変項として含み，かつそ  

れより高騰の関数又は命題を含まないものとされる。   

こうして：みるとタイプほ相当に複雑である。個体の関数紅もー・階，ニ階，三  

階の区別があり，又三階の関数にも個体の関数，個体と－・階の関数の関数，ニ階  

の関数の関数等々があること紅なる。そしてそれらは明らかに．タイプを異に．し  

ている。分岐的タイプ理論と言われる所以である。関数のタイプは厳密に．は，そ  

の関数の値のタイプと独立変項の数とタイプ紅よって決まるものなのである。  

（オ1，‥去た：ブ）をタイプ表記とし，去ユ，…，去－ぉを独立変項のタイプ，，グを関数の値  

のタイプを表わすものとするなら，例えば次のように．なるだろう。   

甲．左  （0：1）  （個体を0階とする）   

¢（．倉，．夕）  （0，0：1  

（れ¢（・ガ，タ）   （0：1）   

ノ■（令曳，¢（．嘉，．夕）） （（0：1），（0，0：1）：2）  

（甲）．g（甲．倉，．£）   （0：2） etc．   

（しかしこのタイプ表記は非常紅複雑になるので余り実用に供さず，ラッセ  

ルは普通ほ階を用いてタイプを語る便宜をとっている）。   

ところでこれまで我々ほ‘（甲）．g（甲．倉，．釜）’のような関数表記をしてきたが，実  

ほ．これには問題なしとしないのである。こ．の関数ほ個体の関数甲£の総体を前  

提している。ところが個体を独立変項とする開激に腰，一階の関数甲．盆も，二  

階の関数として（甲）．g（如，．倉）自身も，更に．は三階の（．／つ（甲）．ダ（．／て甲．倉），甲．釜，曳）  

さえ含まれる。原理的に．ほどれはど高階の個体の関数も考えられる。従ってそ  

れら一切をひっくるめた総体ほ，（甲）．g（甲．倉，£）の前提するものとして－は不正  

当な総体となる。変項如の変域紅（甲）．g（甲．釜巨倉）自身を含ませることほ明ら  

かに蕃循環を犯している。ここの甲立の正当な総体をなすのは，すでに明らか  

なように，－・階の個体の関数のみである。これを個体の確定的関数（predicative  

functionofindividuals）と呼び，他と区別するために．‘甲！£，と！印を付けて表   
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記することにしよう。これ紅対して（甲）．g（甲ゑ，．倉）ほ個体の非確定的関数であ  

る。・－・階の関数を独立変項として持つ二階の関数（個体変項は含んでいてよい）  

は，一一・階の関数の確定的関数であり，ノ’！やg！の関数文字で表わす。これはい  

かなる階の関数に．もあてはまることとする。そうすると，これまで示した様々  

の階の関数又ほ命題の中に含まれていた関数変項は，甲！，メ’！等で表わされる確  

定的関数と解されるぺきだったのである。   

ここ∴で一つ注意すべきことほ，タイプを絶対的な意味紅とる必要はないとい  

うことである。何が絶対的な意味で個体かを決めねばならないとしたら，論理  

学とは無関係の哲学の論議に巻き込まれてしまう。タイプの区分は，そもそも  

悪循環の原理紅従い，不正当な総体を前提するのを避けるためであり，その観  

点からは絶対的タイプ区分ほ不必要である。数論では自然数より階の低いクラ  

ス（命題関数）は現れることがなく，又実際に自然数を個体の如くみなす。ラッセ  

ルは周知の如く自然数をクラスのクラスとして定義する。だからといってこ階  

の関数から始めなければならないということはない。我々紅必要なのはその文  

脈紅おける相対的なタイプ区分だけなのである。それ故論理学の公理“（．れ甲∬：  

→．甲・方”も普遍性を持つことができる。絶対的タイプに基づけば，．方が個体の場  

合，一階の関数の場合等々と無数の公理を用意しなければならないが，上の公  

理では一方のタイプが何であるか限定されていないため，つまり体系的曖昧さ  

（SyStematic ambiguity）を有するため，それらすべての場合紅あてほまるもの  

として主張されるのである。必要なのは，∬のタイプが何であれ，甲．；・がそれよ  

り高階の関数であるという相対的区分のみである。  

今までは命題関数ばかりをとり扱ってきた。だがパラドックスほクラス紅言  

及するものが大部分であった。従ってラッセルに．おけるクラスのとり扱いを見  

ておく必要がある。彼も「クラス」という概念を用いないのではないが，無ク  

ラス理論でも言われていたように，クラスを独立の存在とは認めないだけであ  

る。クラスほ命題関数に．よって‘．を（卯），と定義される。しかしかく定義された  

クラスも文脈を離れてほ意味を持たない。もしそうなら，それを独立の存在と  

認めたことになるだろうから。本来はクラスなしに命題関数だけを用いて表現  

しうる命題を，簡便に表現する手段というだけである。ラッセルは確定記述と   
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共にクラスを，文脈紅おいてのみ意味を持つ不完全記号とするのである。そこ  

で先ずクラスのメンバ・－－・性が，  

（1）．方∈．倉（甲！．れ＝．甲！∬  Df．  

と定義される。倉（甲！．方）が或る文脈メて…‖）に現れる場合には，  

（2）．／（．倉（甲！．方）〉．＝．（∬）．甲！．方：〆て甲！£） Df，  

と定義される。ここで注意すべきことほ，クラスを定義する命題関数は確定的  

なものであることが必要とされているということである。甲が非確定的なら，  

不正当な甲やメ■の総体を含むかもしれないからである。そもそもこ．のことは，  

ラッセルのパラドックスなどとの関連で，クラス特定紅求められていたことで  

あった。しかし非確定的な関数が・－▲切クラスを特定しないというのも強すぎる  

制限のよう紅思われる。ラッセルはそれをすべて禁止するということはしな  

い。但しそれらがクラスを特定するために．は，あくまで確定的関数を経由しな  

ければならないとする。そのため非確定的関数¢倉紅対してほ，  

（3）ノ■〈．倉（¢・芳）〉．＝．（g？）：・（∬）：甲！・方．…．¢・方：．′（甲！．倉） Df．  

という定義を与える。クラス．倉（¢．方）がノ■であるのは，¢．立と外延的に．等値な確  

定的関数甲！．倉が存在し，甲！．倉がノーであるということとする。問題は果たして  

¢倉と等値な甲！£が常に存在するかどうかであるが，それには後に見る還元可  

能性公理（tbe axiom of reducibility）を待たねばならない。   

これだけの用意があれば，無クラス理論では否定されていた，クラスがクラ  

スのメンバー・に．なるという語り方も許されるし（′〈．釜（甲一方）〉はそれを許す），  

クラスが鼠記号の変域になることも許される。αを関数変項¢！走紅よって定義  

されるクラス変項とするとき，αは¢！£と等値か、かなる確定的関数甲！一倉に．  

よっても同じように特定されうるものであるから，  

（4）（α）．．／’α．＝．（甲）：：（g¢）：．（．芳）：甲！．方．≡．¢！．方∴ノて甲ほ） Df．  

によってクラス紅関して盟化してもよいことになる。   

関係についてはクラスの場合と全く同様のことがいえる。ここでは（1）（3）  

に対応する定義だけ挙げておこう。  

（5）れ倉．夕（甲！（．γ，プ））〉プ．＝．甲！（．ガ，一γ） Df．  

（6）ノて．倉．夕（¢（．方，プ）））．．＝．（gや）：．（．ガ）（．γ）：少（．方，．γ）．…．甲！（．方，．γ）：ノ■（甲！（．釜，．夕））Df．   
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こうして：形成されたタイプ理論紅おいてパラドックスを解決しうることほ，  

容易に見てとれるであろう。煩鎖を避けて－ここでは，三つのパラドックスの解  

決を例示しよう。  

1）嘘つきのパラドックス   

！‾私は今嘘をついて‥いる－仁紅ついて検討する。これはIt今私が主張していて  

偽であるような命題が存在する＿】という命題であると解釈できる。タイプ理論  

では鼠化される命題変項のタイプが決まっていなければならないから，それを  

紹階とし‘♪花，で表わすこ．とに．しよう。すると先の命題は．，   

（乱れ）（私はβれを主張し，かつれは偽である）  

となり，この命題は押・＋・1階である（♪析1）。それ故，私が今主張しているの  

ほ循階の命題でないから，九の可能な値とならない。かくてパラドックスは  

排除された（7）。   

2）ラッセルの「自分自身のメンバー・でないクラスのクラス」のパラドックス  

‘・尤払方’という命題関数に．よって－与えられるクラスが問題のクラスである。第  

・→に．そのようなクラスは特定できない。．方はクラスを値とするものだから，そ  

れを関数甲！ゑによって－特定されたものとし，‘∬各がの文脈に置いてみよう。  

すると（1）（2）から，  

倉（甲！∬）屯倉（甲！∬）．…：（．れ甲！．ガ‥～．画（甲！倉）  

となるが，甲！（甲！，右）という命題関数は意味を持たない。第二紅，‘．函㍑，によっ  

て与えられるクラスをαとするとき，  

．方∈α．＝＝．．芳¢．方  

が言える。パラドックスは．方より高階のαを．方の値とすることから生じるの  

であるが，．方にαを代入すると，   

α∈α．≡．α在α  

を生む。つまり代入が正しくなかったのである。こうしてこのパラドックスは  

二慮の意味で排除される。  

3）ペソ－・の命名可■能性のパラドックス   

「命名可能＿】という語ほ名前の総体を前提している。名前に．は固有名と命題  

関数に．よって与えられる名前がある（確定記述）。それ故関数の階に対応して名   
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前の階を定めることができる。固有名を0階の基礎名とし，－】・階の関数によっ  

て与えられる名前を一・階の名前，ニ階の関数に．よっで与・えられる名前を二階の  

名前，等々とする。パラドックスは，「三十九宰以内紅よって与えられるいかな  

る名前によっても命名されえぬ最小の正の整数」に．関するものであるが，ここ  

で巌化の可能的変域をなす，三十九字以内で与えられる名前は特定のタイプの  

名前，例えば〝階（又は〝階以下）の名前でなけれほならないの紅，他方「三十  

九字以内で・‥… 最小の正の整数＿】という名前は，〝階（又はル階以下）の名前  

の総体を前提する雅一ト1階の名前である。従ってノ，三十丸字以内で与えられる  

〝階の名前の一つであることほできず，三十九字以内であることは矛盾となら  

ない。  

以上でタイプ理論がパラドックスを解決しうることを見た。しかしタイプ理  

論も単にパラドックスを排除するためだけのadbocなものであってはならず，  

論理学の・一・部をなすものとして，他の部門，例えば数学の基礎づけなど紅．おい  

て有効に働くものでなければならない。その観点から見るとタイプ理論の制限  

は強すぎるのである。籍－－・に，ここでほ自己言及は・一切否定されている。だが  

「私が今話しているのは日本語である＿トやl■彼ほ日本における平均的学生であ  

る」などは，自身を一つの値とする束縛変項を含むため循環しているが，それ  

でも有意味と言わねばならない。とこ．ろがラッセルのシステムでほ無意味とさ  

れてしまう。タイプ理論修正の要求ほこの点からも出てくるだろう。   

第二．の問題ほ，正当な関数の総体性を確定的関数紅限るということから生じ  

る不自由である。例えば数学的帰納法は，  

くMI〉 0が持ち，それを持つあらゆる数の後者もそれを持つような性質はい  

かなるものであれ，すべての自然数が持つ性質である。  

とされる。くMI〉自体ほ，「いかなる性質」という表現の体系的曖昧さの故紅有  

意味であり，その曖昧さのままに尖とみなされている。ところがこれを自然数  

の定義として，  

くDN〉 自然数とは，0が持ち，それを持つあらゆる数の後者もそれを持つよ  

うなあらゆる性質を持つ数である  

とするなら，l‾ぁらゆる性質」によって体系的曖昧さが失なわれ，総体性を言う   
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ものとなるため，性質のタイプを決めねばならないことに．なる。そのタイプの  

性質を一階の確定的関数とすれば，ニ階以上の関数ほこの紐体性の中に含ませ  

ることができない。もし含ませると不正当な総体性を前提するこ．とに．なる。だ  

が定義〈DN〉中のt‾性質＿tを一階だけに．限定することほ不都合であろう。高階  

の対象たる有理数の持つ性質でも，自然数の性質となっていけないとは必ずし  

も言えないからである。換言すれば，この定義を有効ならしめるには，前記の  

如き健全な自己言及を復活させる必要がある。   

定義くDN〉はペアノやラッセルは認めるが，ポアンカレほ．厳しく批判してい  

る。くDN〉自体を認めさえしなければこの不都合も生じないと思われるかもし  

れない。だが同種の不都合ほ他の命題紅．もいくらでも現れる。例えば，「ナポレ  

オンほ偉大な将軍の持つあらゆる性質を兼備していた」とか，同一性の定義「∬’  

の持つあらゆる性質を．γも持つなら，ガと．γは同・一である」（∬＝．γ．＝．（甲）：甲一方．  

→．甲グ Df．）などでも同様であり，数学基礎論ではヂデキントの切断など枚挙  

に暇ないはどである。   

そこでラッセルは，いかなる階の関数に．対してもそれと外延的紅等値な確定  

的関数が存在する（慮ぐ見出しうるとは限らないが）という仮定，即ち還元可  

能性公理を立てる。  

（訂¢）（．方）：甲∬．…．¢！方  

（訂¢）（・わ（プ）：甲（∬，プ）．…．¢！（∬，プ）etc．  

これに．よって任意の関数の階数を確定的関数に／至るまで下げることができる。  

それ故先のi‾ぁらゆる性質＿iは，非確定的関数を含むものとしても，それらと  

等値な確定的関数が存在することから，正当な総体性とみなすことができるの  

である。すでに指摘したように，先のクラスの定義（3）においてこの公理が含  

まれていた。くP曳に．おいて甲が．方よりタイプの高いものでありさえすれば，どん  

な甲．釜に．よってもクラスが確定できるとしたのである。それによって初めて集  

合論による数学の基礎づけが可能になる。それ故，クラスの存在を認めれば，  

この公理が導き出せることに．なる。還元可能性公理は直観的に自明でなくと  

も，大方の認めるクラス存在の仮定より弱いものであり，仮定する相当の理由  

があるとラッセルほ主張する。   
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だがこの公理は一度設けた階の区別を後で反古に．するような類のものであ  

る。いかに．も手が込んでいる。タイプ理論のそのような復姓さほ本当に必要な  

ものなのか。確定的関数だけを認める単純化は不可能なのか，などという疑問  

が当然生じてくる。又，公理に．は相応の自明性が要求される。ラッセルは，（こ  

こではとり上げないが）この公理を擁護する一・種の帰納的議論をいろいる行な  

っているが，どのような議論をしようとも，論理学の他の公理にほあってこの  

公理に欠けている自明性は，この公理を疑がわせる相当の理由になる。いずれ  

にせよ，このよう紅疑問の中心となる還元可能性公理が，ラッセルのタイプ理  

論のアキレス腱であると，つとに思われていたのである。   

最後に一つの注意が必要紅なる。階区分紅よって達成された／ミラドックスの  

排除ほ還元可能性公理の影響を受けないか，という疑問が当然生じるだろう。  

だがそれは大丈夫である。ラッセルのパラドックスは，同・一夕イブの独立変項  

を持つ関数間の階の区分によって排除されたのでなく，ある関数の独立変項の  

値として当の関数をおく（．方∈．方又は甲（甲．倉））という，還元可能性公理でも救い  

得ない誤謬を犯している，ということに．よって排除されたのであった。山方嘘  

つきのパラドックスについては，階の区分（束縛変項に関する階の区分）だけが  

問題となる。還元可能性公理を命題紅まで拡張すれば影響を受けるだろう。実  

際（孔毎）（‥っという灯十1階の命題は，それと等値な乃階の命題を通してみ  

の値となるかもしれないのである。だがここに含まれている命題関数は外延的  

でない。なぜなら，「私は誤まって♪彿を主張する」とl‾私は誤まって♪侶1を  

主張する」鱒，仮紅♪乃と♪乃．1を外延的に等値なものとしても，♪乃と♪机1の  

表現が異なるため，外延的紅等値でない。それ故，後者が前者に．還元されるこ  

とはない。従ってパラドックスの排除はなおも有効である。他のパラドックス  

についてこも，このいずれかのし方でパラドックス排除がなされうることは，容  

易にみてとれるであろう。   

c．前途瞥見－ラムゼイによるタイプ理論の単純化（Ramsey1925）   

ラッセルのタイプ理論は．決してパラドックスの最終的解決ではない。分岐的  

と言われるようなタイプ区分の錯綜隆や還元可能性公理に対する疑念など，欠  

陥はいろいろ含まれていた。それほ真の解決への糸口であるに．すぎなかった。   
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それ故，彼以後もパラドックスを解決せんとするいろいろな理論が打ち出され，  

現在もなお続いている。しかし，その全体の考察ほ本稿の域を超えるから，こ 

こでほ，ラッセルの弟子で同じく論理主義の立場を採る，ラムゼイによるタイ  

プ理論単純化の試みに簡単に．触れ，．以って前途瞥見の－一助に．したい。   

先ずラムゼイは，上記のパラドックスをその性質から二つのグループ紅分類  

する。   

A l． プラリ・フカ・ルティのパラドックス  

2．カントールのパラドックス  

3． ラッセルのクラスのパラドックス  

4．ラッセルの関係のパラドックス  

B l．嘘つきのパラドックス  

2．．リレヤ－ルのパラドックス  

3．ケ－・ニッヒのパラドックス  

4．ペリーのパラドックス  

5．グレリングのパラドックス   

両者を区別するのは，Aグル－プのパラドックスが，数やクラス，又はメンバ  

ーー性の演算‘∈，など，数学的対象のみを含むものであるのに．対し，Bグル－プ  

のパラドックスではそれらは中心的な位置を占めず，むしろ，「呉」，「■偽」，「■定  

義可能性」，「命名可能性」のような意味論的概念が中心をなすからである。前  

者を数学的（又は集合論的）パラドックスと呼び，後者を意味論的パラドック  

スと呼ぶことができよう。   

数学的パラドックスを解決するに．は，同一タイプの独立変項を有する関数間  

の階区分は不要である。あらゆるクラスのクラスが自分自身のメンバ－・である  

ことや，自分自身のメンバーーでないクラスがクラスをなすことなどを禁ずるた  

めには，独立変項とその関数のタイプを区別するだけで十分である。それ故単  

純化ほ，同一タイプの独立変項を有する関数間の階区分を廃止するところから  

始められるだろう。   

先ず命題はその表現と明確に区別される。命題ほその真理値の可能性に関す  

る同意不同意を表わすもので，“♪．→．曾〃と“～♪．Ⅴ．〆’とは真理催に関して同じ   
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答を与・えるから同一の命題を表示するものとされる。ところが両者の命題表現  

ほ異なる。このことは命題関数にもあてはまり，“甲・方．→．¢・方”と“～甲・ガ．Ⅴ．函”  

把．関しても，「．方は人間である＿lとt’－∬は羽のない二本足の動物である」紅関し  

ても同様のことが言える。更に．ラムゼイは，1927年のラッセルも採用していた，  

「瀾数はその値を通じてしか関数中に現れない＿】という原理を採る。関数甲．倉は  

命題又は関数中に．純粋な関数甲曳・単独で現れることは．なく，常に．甲．方の形を通し  

て現れる。甲．方ほその確定値甲α，甲∂，…を寄せ集める働きをする。それ故，  

．／■（甲£，．方）における甲．；の現れは，究極的には甲α，甲∂，・・・を通したものでなけれ  

ばならない。そのような関数の関数は真理関数的なもの以外ではありえない。  

従ってここでの関数は全て－外延的でなけれぼならず，内包的関数ほ除外される  

ことになる。   

これを基紅して，先ず個体の関数について考えてみよう。甲α，甲∂，・の如く  

それ以上真理関数的に．分解しえない命題を原子的（atomic）命題といい，それ紅  

対応する甲．倉や¢（倉，．夕）などを原子朋関数という。個体の束縛変項を含む個体  

の関数（，れ甲（．方，．夕）は，（1927年のラッセルでほ．確定的関数とはなされていな  

いが）1908年，1910年のラッセルと同じく確定的とする。だが！‾確定的関数＿】  

（predicative function）の意味ほ，変え，個体の確定的関数とは，その独立変項  

がすべて，有限であれ無限であれ，個体の原子的関数と命題であるような貢理  

関数である，と定数する。そうすると甲£や¢（ゑ，タ）．Ⅴ．♪などが確定的なのほ．  

藩ぐ分かる。だが（．れ¢（，ガ，．夕）は呉理関数になっているだろうか。然りとラム  

ゼイほ言う。  

（．わ．ダ（．方トγ）：…．ダ（〃，．γ）．p（∂，、γ）．p（C，．γ）．・  

が言いうることは一一般紅認められている。しかし右辺を左辺の代行とすること  

はできないとも考えられている。右辺は無限の連言であるから全部書き・尽すこ  

とはできず，又，無限個体全部紅α，∂，C，‥・・等の名前を与えうるとも考えられ  

ないからである。しかしそれほ表現に関する問題である。右■辺を完全に表現で  

きないのほ偶然であって，両辺の指す意味，即ち関数ほまさ紅同一・だという。  

それ放論理的対象として扱う限り，（．れ甲（・方，．γ）ほ．甲（α，．γ），甲（∂，プ）l‥の真理  

関数とみなしてよい，従って確定的関数なのである。そして，確定的関数を以前   
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と同じく甲！やノ■！などと表記すること紅しよう。今度は個体及び個体の関数の  

関数についてみて－みよう（外延性公理のため，変項が関数のみであるような関数  

ほない）。そ・れは，甲（．方，．γ，…，α，∂，…）の如く（個体の独立変項は多くてもよ  

いが）関数の独立変項（甲）がただ一つである場合，原子的といわれる。確定的  

関数ほ，その独立変項のすぺてが命題であるか，個体の原子的関数であるか，  

個体の関数の原子的関数であるような真理関数とされる。それは一般的にほ  

ノー！（参会，九方）などと表わされるが，その例は，甲を変項とする如，多臥→．如：Ⅴ．♪・  

等である。これは個体の関数の関数の関数等についても同様に．進められる。と  

ころで話を個体の関数に虜すと，ニ階の関数（甲）．．／－！（甲！一£，．わほ確定的か非確  

定的か，いずれであろうか。ノ！は確定的故，甲！．方や甲α，甲み，…の真理関数であ  

り，甲！も確定的故，各卯ほ（定項）は方の原子的関数の英理関数であり，結  

局，ノ■！（甲！曳，∬）も．ズの原子的関数及び命題の真理関数である。（甲）．．／■！（甲！；，∬）  

はそれらの論理的硫であるから，同じく．方の原子的関数と命題の真理関数で  

あり，従ってズの確定的関数である。かくて，独立変項を除いて，そこに現れ  

る関数が確定的でありさえすれば，ラッセルの意味でいかに高階の関数も確定  

的関数となる。その結果，例えば（甲）．ノ■！（甲！．倉，∬）において，（甲）．．／■！（甲！．倉，．方）  

白身がれ£の一つの値に．なることが許され，上述の健全な自己言及も完全に  

認められることになる。それ故，還元可能性公理はもはや不要となったのであ  

る。ここで必要なのは，個体（タイプ0），個体の関数（タイプ1），個体の関  

数の関数（タイプ2）…という単純化されたタイプ区分だけであり，数学には  

非外延的関数は現れないから，パラドックスの排除はそれで十分なされうるの  

である。  

だが論理・言語一般でほ，「真」「定義可能性」等の意味論的概念が現れる。  

つまり，非外延的な関数が現れるから，上のタイプ区分だけでは不十分である。  

例としてグレリングのパラドックスを見てみる。変項．れは表現∈（形容詞）を指  

すものとし，「Xはhetero10gicalである＿lを‘H方，で表わすなら，それは次の如  

く定義されるだろう。   

ガ∬．＝．（gや）．．方点（甲！．を）．～甲！∬ Df．   

（‘∬屈〆は．「表現．方は．γを意味する」を意味する）   
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パラドックスほ，ガ．倉を甲！．倉の－■つの値とみなし，．方に表現り㌢を代入した結  

果，   

ガ（‘ガ’）．…．～ガ（‘月つ  

から生じる。ラムゼイは，ガも解定的関数であるから，それを甲！£の・⊥つとみ  

なす点に誤まりほないと言う（る）。問題は＝‘ガ，点（片倉）”にあると言う。「■表現．芳  

ほ㌢意を意味する＿‡ほまさに表現に係わるものである。例えば「理性的動物」と  

「－羽のないこ本足の動物＿いは指示対象が一致しても，内包的意味は異なる。外延  

的処理はできない。だが意味のし方は同じと見てよい。つまり同じタイプの  

「■意味する乃」（虎児）である。さて，「長い」ほ長さを意味し1（月1），「赤い」は  

赤さを意味する1とする。‘heterological’即ち‘H’ほ，同じ形容詞であっても，  

「長い」「赤い＿i等の形容詞の意味する性質の総体性を含む表現であるから，そ  

れらとは全く別のし方で性質を意味する。それ故，「意味する2」（点2）のように 

区別しなければならない。「■長い．」が長さを意味する1ようには，‘heterological，  

はheterogicalityを意味し1ない。即ち，XRl（甲！i）のXと甲！xに‘H，とH£を  

代入して‘ガ’屈（茸．倉）と言うこ．とはできないのである。   

このことは他の意味論的パラドックスにも同様紅あてほまる。従って我々  

は，意味論的パラドックス紅備えるため，論理的対象に関係した先のタイプと  

は異なる，表現に関係・する階の区分を行わねばならない。独立変項，つまりタ  

イプと関係なく，束縛変項を全く含まない関数を0階の関数とし，個体の束縛  

変項のみを含む関数を－・階，そして高々好一・1タイプの変項を束縛変項として  

含む関数を〟階と呼ぶことにする。ラッセルの場合と異なり，タイプと階はは  

っきり異なる序列を表わすものとなり，数学の領域でほタイプのみに．よって数  

学的対象を区分し，意味論の領域では階を用いて表現の階層区分をする。この  

意味でラムゼイはタイプ理論の整理・単純化をなしたのである。   

ラムゼイによって，パラドックスにこつのタイプのあること，そして各々の  

解決に異なるアプロ－チのあることが示された上は，たとえ彼の理論紅いろい  

ろな観点から疑問が投げかけられたとしても，それ以後のパラドックスへの取  

り組みに明確な方向付けがなされたと言ってよい。そのため，数学的パラドッ   
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クスに．関して－は，時代は逆になるが，大きすぎるクラスを生じさせないような  

集合論の公理体系を構築しようとする，集合論だけに限ったツエルメロやフォ  

ン・ノイマンの試みも正当化されることになり，又ラムゼイと同じく，タイプ  

理論を単純化してしかも公理化しようとするチャーチなどの試みも，相対的な  

階層化原理の導入で済まそうとするクワインの試みも正当化されること紅なっ  

た。他方意味論的パラドックスに関しては，ラッセルですでに．示唆され，ラム  

ゼイが明示化した意味論的概念の階層化が，クルスキ一によって多くの人の受  

け入れるように．なるまで明確化され，理由も示された。轟の解決の模索はそれ  

らに．安住せず，いろいろの角度から検討がなされたし，今もなされている。そ 

れらはパラドックスの現象をより明確紅説明しようとする仮説の群である。そ  

れらは説明の優美さや力強さの評価を受仇 新しいものに乗り超えられてい  

く。論理学の分野匿おける仮払一験詐の好個のモデルとみることもできよう。  

く註＞  

（1）本稿ではRussellに．ならって，連言及び式区分のため括点を用いる。招点の使用法に 

ついては．R11SSell1910を参照されたい。（但し，意記号紅閲する括点は省略すること   

もある）。  

（2）直後紅見られるように，ZeI皿eloに．よる任意のクラスの整列可能性の証明と関連し   

て．いるため，Zermelo・K6nigのパラドックスと呼ばれることが多い。  

（3）Nameabilityという概念は．，名前の概念の曖昧さに応じて曖昧である。Russellは   

仙theleastintegernotnameableinf三Werthannineteensyllables”を111，777（そ   

の名前は1∈膚簡）としているが，これは“theleastinteger……”以外のもっと少ない   

音節の名前に．よって命名することもできそうである。例えば今治市の人口が111，777人   

だと仮定すると，“thenumberof the populationofImabari”は111，777の別名と   

なる。“theleastitlteger”を用いずとも19音節未満で命名されていたのである。名前   

と音節数，叉木文のように名前と字数の関係は非常に層昧である。しかし，「『一般教育   

研究』第17号に．その名前（どんな名前であってもよい）が現れない最小の数」という名   

前を用いれば，BeI・ryのものと同タイプの，しかしより明確なパラドックスの生じるこ   

とを，容易に．確かめうるであろう。  

（4）なおこのパラドックスは誤まって「Weylのパラドックス」と呼ばれることもある0  

（5）上記のものを中心としたパラドックスの枝挙は，Russell1908，Russel11910，Beth  

1959，Kneale1962，Kleene1952，Mackie1962，Quine1961などに見られるo  

（6）Russellは1927年には甲．左・等をelementary function，（・方）・4・（x，．γ）等を first・   

0Ⅰ・deI・function と呼び区別しているが，その区別はパラドックスに・関する彼の議論に 

本質的な影響は及ぼさない。   
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（7）Russeliは「簸」「偽」の階区分による解決も示している（Russell1910，p・62）o  

「偽」は命題に媚せられる性質であるが，その命題の階に応じて「偽」の階も異なる○   

それ故，パラドックス命題申で言及されている命題が〝階であるなら，それは牒階の偽   

であると主張されているのである。当の命題は乃＋1階であるから乃階の「偽」が帰せ   

られることほない，と言う。しかし「責」「偽」の階層化はRussellでは未だ十分紅・分   

析されているとは言い難く，後のTaISkiを待たねばならない◇  

（81筆者は・Hr，をpredicativeとするRamseyの見解には疑問を禁じ得ない。問題は  

xR（甲．；・）にある。先の説明に従え．ほ，Hxがpredicativeであるためにほ，atOmicfunc 

tion甲．；は，各中名．尤（甲〃，卯，）の値を通して真理関数の独立変項をなすものでなけれ   

ばならないはずである。しかし尺が非外延的であるため，それは妨げられる。もっと   

も，甲に値を代入した．光点（甲．；），例えば「．かは短かさを意味する」を原子的とみなすな   

ら別であるが，それほ不自然な解釈のように思われる。筆者に．は，乱疋（甲・完）の現れる文   

脈をopaqueであるとし，代入不可能性を言う方が正しいと思われる。  
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