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カンガイ用管水路の空気混入流に関する研究  

Ⅱ 基礎方程式の解法  

西  山  壮  一  

STUDIES ON THE AIR－ENTRAINED FLOWIN ANIRRIGATION PIPE LINE  

Ⅱ AN ANALYTICAL METHOD OF THE BAS工C EQUATION OF  
WATERHAMMERINCLUDING THE AIR BUBBLESIN A PRESSURE PIPE  

Souichi NIsHIYAMA 

In thepreViouspaper，thebasicequationsofwateIhammerwerederivedin thecaseofair」entrainment  

flowinapIeSSurePlpe．  

In this paper，themethod ofsolutionofthebasic equationis discussed．Andthe calculation method  

Ofmeanvelocityin thepipe，meandensity，mOdulusofelasticityand speedofpressurewaveisdescribed．   

Ageophysicalmodelofanalysisisg1Ven．And the resultsof the analyticalmethod usedis compared  

With thoseoftheexperimentalmethod，theyarealmostinagreement．  

前報においては，管内に混入空気が含まれている場合の水撃作用の基礎方程式の誘導を行った．本論文において  

は，その基礎方程式の解法を論じた小 さらに，管内流水中に混入空気が含まれている場合の管内平均流速，平均密  

度，弾性係数および圧力波の伝パ速度の計算方法を述べた．   

また，解析の幾何学的モデルが提示されている．本論文において述べた解析方法による結果と実験結果が比較さ  

れ，これらはよく適合した．  

1．ま え が き  

管内流水申に，空気が含まれている場合の水撃作用には，流水中に空気が含まれていない場合のそれに比べ，特異  

な現象がみられる．管内流水中に空気が混入することによって，流体の物性値が，管内を水のみが流れる場合とほ著  

しく異なることが原因となっている．そこで，ここでは，管内流水中に空気が含まれている場合の水準作用の解析と  

それに必要な物理的諸藍について述べることとする小  

2．空気混入流の物理的諸畳  

① 管内平均流速   

水および空気の流量をそれぞれQJ，Qgとす－ると，輸送速度（平均流速）は，次式で与えられる．  

Ⅴ＝  
…・（1）   

⑧ 平均密度   

空気含有率をα，永および空気の密度をそれぞれβJ，pgとすると，平均密度は次のようになる．  

β川＝βJ（1－α）十pgα  （2）   

⑨ 摩擦損失係数   

管内流永申に空気が含まれた場合の摩擦損失係数を理論的に求めることは，多くの困難をともなう．  

したがって，ここでは実験から得られた次の式を用いることにする．  

み＝♪J（1＋花α）   

（乃≠5～7）  

…（3）   
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ただし，♪；水・空気混合流の圧力損失．か；水のみの流れの圧力損失   

④ 圧力彼の伝パ速度   

圧力披の伝パ速度は，管内は空気が含まれているときの水撃作用の解析に．おいて，最も重要な物理盈である   

小堀ら（1）は，水と空気が管内に同時に存在するとき∴そ 

体で管内に存在する場合の圧力波の伝パ適度のいずれよりも，減少する場合があることに疑問をもち，それを究明  

し，その場合の圧力波の伝パ速匿を理論的に誘導した．   

これが，管内空気混入流の圧力彼の伝パ速度に関する最初の研究であり，その後も二～三の研究（2，34） がある 

これらの研究成果にネると、，管内にわずか数％の空気が含まれている場合，圧力披の伝パ速度は数10m／secまで  

減少する小管内流水申に空気が含まれている場合の水撃作用にば，管内空気の存在を無視した従来の理論から得られ  

た結果と比べ，特異な現象がみられることはすでに述べたが，との原因は，ノ管内流水申に，混入空気が含まれている  

ことによって，圧力波の伝パ速度が著しく減少し，さらに，圧力披の伝ンヾ速度か場所および時間の関数となるためで  

ある．したがって，管内に空気が混入している場合ほ，それを考慮した解析が必要となる   

そこで，このように管内流水中に空気を含ん幸いる場合における，水と空気の混合流体の弾性係数（1）について述  

べる 

管内圧力動こおける水および空気の占める体積をそれぞれ勅∴航とする．また，圧力が郎だけ増加した場合，  

水および空気の体積増加をそれぞれ，△VJ，△Vgとする小体積弾性係数の定義から，臥亀は，それぞれ次のよう  

に与えられる 

璽 
＿＿▼▼＿＿▼▼▼、  

（△♯J／∀J）  

ニー・（4）   

…・∪・（5）   

且J＝－  

△少       βg＝一一－－－           △ 

（Vg／Vg）  

（4）式および（5）式から△∀J，△Vgほ，それぞれ次のように与えられる 

－VJ△♪   
…（6）  

…（7）  

△も」J＝  

△材g＝  

動  

＝立冬A2   

且g  

さらに，水と空気の混合流体の弾性係数を昂”とすると，これは弾性係数の定義から次のように与えられる；  

△♪  1‥‥（8）   β椚＝－  
（△・∨桝／せ桝）  

この式から，  

⊥・V・㈹△わ  …（9）  ＝△VJ＋△Vg  △1ん＝  
β班   

となる 

さらに，  

V川＝Vg＋VJ  

（4）式～（10）式から，水と空気の混合流体の弾性係数は次のように与えられる 

…・（10）  

且J  
且椚＝   

・l…（11）   
∀g（（βJ／且g）－1〉  

Vg＋VJ  

これが，管内流水中に混入空気を含んでいる場合の代水のみかけの弾性係数”を求める式である 

っぎに，この式中の空気の体積Vgとその弾性係数為について考える・   

⑨ 空気の体積および空気の弾性係数   

管内圧力の変動にともなぅて，空気の体積およびその弾性係数は変化する“ここでほ，この計算力法について述べ  

る   

気体の状態方程式は，次式で表わされる  

如Vg〒花月㍍  （12）   

ただし，♪。；圧力（絶対圧），Vg：空気の体積，柁；気体のモル数，月：気体定数，㍍：鱒皮（絶対温度）   

また，液体中に気泡が存在する場合には，液体の内部エわレギーが気体のそれに比べ，十分大きいため，空気の体  

硫変化は等温変化と考えてよい 空気の体積変化を等温変化と考え．るので，（12）式中のrαは一定と考えてよい・そ   
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こで，（12）式から，  

如V・g＝－・定  

また，圧力と密度の関係は，  

血＝一足  
Pg  

となるので，圧力が求まれば，空気の体積は次式から求まる、・  

vg＝」姐  
如   

ここで，・｝g，。は圧力♪。，○における気体の体積考示す・  

次に，圧力変動に伴う空気の弾性係数の変化についセ述べる 

空気の体積変化を等温変化と考えるので，次の式が成り立つ・  

（Vg＋d穎g）（βg＋みg）＝Vgpg  

この式から，  

也＝＿＿血＿  
Vg  ／）g  

（5）式と（13）式～（17）式から  

βgノ＝か  

117  

ー（13）  

……（14）  

…l・（15）  

（16）  

……（17）  

（18）   

これが，空気の体棍変化を等温変化とみなすこ≒ができる場合の圧力如（絶対圧）における空気の弾性係数を与え  

る式である．圧力の変動に対して，（15）式および（18）式から，それぞれ・空気の体積および空気の弾性係数が求ま  

り，（11）式から水と空気の混合流体の弾性係数が求  

まる 

なお，計算イこ際しての初期値は，定常状態におけ  

る圧力および流速であり，この圧力から，空気の体  

積およびその弾性係数が求まる大気圧において，  

管内流水中に′空気を含んでいる場合，水と空気の混  

＼  

＼  

＼  

舘
）
吉
寧
萱
て
 
 

0  1 2  3  4  

空只の含有率（％）  

（大京庄）  

Figり1．空気の含有にともなう水の弾性係数の変化 

（監ミ詫喜喜乞芸ヒこ詣警告完慧監禁欝の弾性係数）  

0   02   0．4   06  
空知含領‘率（％）  

08   10  

Figい2．空気の含有率とこ圧力彼の伝パ速度の関係   

（芸讐壷冒呂讐空し蔑陽；5蒜管）   
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合流体の弾性係数の変化をFig．1に示す巾   

Fig〃1から，微鼠の空気の混入によっても  

（11）式で与えられる弾性係数屈服を用いて，  

“水のみかけの弾性係数”が大きく減少することが明らかである  

水と空気の混合流の圧力波の伝パ速度は，次式から求まるハ  

…‥・（19）   α＝  

1＋（風”／且♪）（か／み）C  

なお，（19）式中のβ桝は（2）式を用いて求めるい（19）式を用いて計辞した，空気の含有率と圧力彼の伝パ速度の関  

係をFig．2に示す．管内流水申に混入空気を含むと，圧力彼の伝パ速度が著しく減少することが明らかである 

3．基礎方程式の差分化  

説明を簡単にするため，断面が一・様な管路について考える，まず，解析のためのモデルを示す．   

管水路の全区間をJ＝1～Ⅳの管路に分割する，さらに，任意のⅠ番目の管路を．／＝1～好までに等分する 

任意時刻における圧力彼の伝パ速度は，任意のⅠ番目の管路内では－・定とする．   

すなわち，J＝1～Ⅳ個に分割された管路のそれぞれでは圧力波の伝パ速度は異なるが，Ⅰ番目の管路内の圧力彼の  

伝パ速皮は場所的にほ同一・で，時間によってのみ変化するものと考える．∫＝1～Ⅳの各区間において，それぞれ圧力  

変動の解析を行う．   

任意時刻におけるⅠ番目の管路における圧力彼の伝パ速度をα∫とするい前報（5）における（9）式および（27）式から  

差分方程式（6）ほ次のようである．  

停（…）一世告欄（∫・メ）一助〉＋惹×  

陥sinβ（わー砧）十侮■侮t（わーね）＝0  

卯一報＝（VR＋αJ）（わーね）  

偉く‘・ブ）一侮一浩－〈飽（∫，ブ）一仇〉一宏×  
V5Sinβ（わー瑚・梅Ⅰ仇■（わーわ）＝0  

ガター．％・β＝（l左－の）（わーね）  

C寸  

…・…（20）  

C－   

‥・（21）  

（20）式および（21）式を払およびlちについて解けば，任意のⅠ区間内の管路の†＝1～財の再分割番号におけ  

る範（ま，カおよびγ右（言，ブ）の値は，次のように計算できる．  

停（り）＝0・5（侮＋Ⅴざ＋惹（餓一銚）  

－・惹∂7血β（祐一侮一客Lx（陥1一旬＋佑十栴Ⅰ））  
…（22）  

餓（∫・ブ）＝0・5（餓・侮＋・㌢（陥－Ⅴざ）  

－∂ァSin♂（桁侮）一子皆×（酬仙・侮l侮l））   
……・（23）   

なお，これらの式中の（言，カのうち，去は管永路において，圧力披の伝パ速度を同一七みなして取扱う管路の区間  

番号，．タは，その区間の管路において，圧力変動を計辞するための分割点を示している．なお，分割の方法をFig．3  

に示す  

また，（20式）～（23）式中のlち，侮，払および月bは，次のように与え．る．  

侮＝ 
Ⅴ（′・ 

， 

∩一・・‥（24）   

……（25）   

……（26）  

・‥…（27）   

……（28）   

Ⅴ（j．J）－r肌・の‡yぴ，ノ）－Ⅴ（j．タ＋1）〉  
l・′5＝  

1－r椚（γ（㍉J）－Ⅴ（i．ブ十1）〉  

餓＝ガ（f，ブ）－r椚（1克＋の）×（ガくj，ブ）－〝（J．ブー1〉〉  

月盲＝ガ（j，ブ）＋r椚（lち－の）×（ガび誹－・ガぴ．ブ十1）〉  

九∫＝－…  ここで，  
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＝ニコ曾・ 「  
・－・・・  

1・  

㌣＝  
里  

⊂⊂ゴ＋1  

Fig。3．．数値計算のための管路区間の分割  

トーー Dxi－－－」  
P   

7＝T】＋DT  

T＝Tl  
R  

ト1  

Fig”4．、披速に．関する特性曲線  

番  
Ⅰ一山1   

管路区瀾の  

管路区闘Ⅰに関する分割点の番一号  

M  M一石1  

1  2  

管路区間Ⅰ＋1に1関する分割戸（の番ぢ  

Fig．5．直列管路の境界における波速の特性曲線   

ただし，か∬；；圧力披の伝パ速度を同一七みなして取扱うⅠ番目の管蕗における分割された長さ，か7；計算の時間  

のステップ   

なお，披速に関する特性曲線をFig．4に示す．また，（20）式～（27）式中の添字書」も5は，Fig・4におけるそ  

れぞれβ，属，ぶ点を示している．   

また，（20）式～（27）式中のαiは，次のように計辞する．   

圧力♪くJ，ゎ に対応して，圧力披の伝パ速皮A（トノ）が求■まる．すなわち，圧力が求まれば，空気の体積とその弾  

性係数が求まり，圧力披の伝パ速度は，（19）式から求まる－．   

さらに，  

〟＋1  

莞1月“，∫，  …・（29）   

αi＝  
凡才＋1  
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とするすなわち，このことば，Ⅰ番目の管路区間における各断面の圧力波の伝パ速度の平均値を時刻rにおける  

Ⅰ番目の管路区間の圧力波の伝パ速度とすることを意味するなお，計算における時間ステップかアについては，次  

の式を満足するように定めたれ  

（30）  ガム＞（αi＋㍍。∬）×D7  

ここで，佑肌；管路区阻Ⅰにおける最大管内平均流速  

管路区間の境界における計界  

（Fig．5参照）における月〉＝，桝1）および停（抽十ユ〉の値は次のように計算する 

Ⅰ番目の管路区間と∫＋1番目の管路区間  

打  ＿ （－C5・週足i＋1＋C3・A飢）  
…・（31）   

く32）  

月〉石，掴＋1）＝1       “r＼‘’桝1ノ 
（C8・A鋸十1＋・C4・A則）  

1ち（J．桝1）＝G－G・ガ♪（去，椚＋l）  

ただし，月疋；管の断面積  

また，  

c3＝侮＋」L＿×翫左聖埜遡⊥  
の  2巧  

C4＝g／の  

‥…（33）   

・‖・lい・（34）   

……・（35）   

伸‥（36）   

（37）  

（38）   

…・（39）   

βJノ1ん11存  C8＝γβ－一一旦－×仇－  
αゴ＋1   2βi  

C8＝一一  

方ざ＝ガ（i＋1，1）＋r鋸十1（Ⅴざ－αj＋1）（月tJ＋1，1）－〃（J十1，2〉）  

削 十1（の．1）〈y（J十1，1〉－Ⅴり十1，2）〉  Ⅴ（i＋1，1）－r   
1一丁〝JiVくブ＋1，1）－Ⅴい十1，2〉〉  

∫ ，郡＋1）・－ⅤくJ，郁）〉  Ⅴ（J，が一丁別の〈Ⅴく   
1＋r〃i〈yり，桝十1）－Ⅴ（J，㈹）〉  

データの読み込み  

圧力，研己速の言†非  定常状態における   
空f汽の体杓および  
つ弾一性係数  

混合流体の弾性係数  

圧力汲の伝パ速度  

Hp（Ⅰ，j），Vp（Ⅰ．j）  

内部の点 j＝2－M  

管路区間の境界jニ1，j＝札付1  

（Ⅰ，．j）；Ⅰ番目の管路区間に  
おけるj番目の分割点  

の値を示す  

N；管路区間数  

M；Ⅰ番目の管路区間  
等分数  

DT；計算の時間スチノ70  

TMAX；計算の打切り時間  

管水路上下流端の境界  

Fig‖6り 計昇手順   
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助＝玖′，桝〉－r鋸（の一卜侮）〈月tゴ，”＋1）一方り，桝）〉  ・…・（40）  

なお，摩擦損失係数については，まず管内平均流速に対応する摩擦損失係数．／を求め，ついで，（3）式を用いて，空  

気が混入している場合の摩擦損失係数んを求めた 

なお，解析手順の概要をFig．6に示す 

4．解  析  例  

実験に使用した装置の諸元をFig．7に示す．  

Fig．7．実験装置の概一要  

Fig．J7における上流端のバルブを送水中に閉鎖した場合および下流端のバルブを閉鎖した場合，それぞれの圧力変  

動の測定を行った，．圧力の測定場所は，それぞれ操作するバルブ位置であった．なお，空気については，コンプレッ  

サ1－を使用して，さらに定圧に保ち，上流端から管内に送った．その流量は通気計によった 

1  2  蔓  4  

時間（SeC）  

Fig・・9‖ バルブ閉鎖にともなう圧力の変化  

（下流端のバルブを閉鎖し，バルブ  

位置における圧力変動，バルブ閉鎖  

時間；2砂，空気含有率；0．8％）   

畔l制SeC）  

F擾．8バルブ閉鎖にともなう圧力の変化  

（＿ヒ．流端バルブを閉鎖し，バルブ位置に  

おける圧力変動，バルブ閉鎖時間；3．8砂  

空気含有率；1．3％）  
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ーあ節3章において述べた方法を用いて，解析を行った．これらの結果の比較をFig．8およびFig．9に示す－．   

Fig・8，Fig．9から明らかのよう古与，解析結果と実験結果ははとんど－・致している．このことば，本論文において  

述べた方法により，水撃圧の推定が可能であることを示すものであるり  

5い ま  と  め  

本論文において述べたことを，まとめると次のようになる．  

（1）管内流水中に空気が含まれている場合ゐ水撃解析に必要な物理的諸盈，すなわち，管内平均流速，平均密  

度，摩擦損失係数，圧力波の伝パ違反および圧力変動にともなう空気の体積変化およびその弾性係数の計算方法につ  

いて論じた 

（2）管内流水中に空気が合まれている場合の水準作用の基礎方程式を解くための．解析の幾何学的モデルを示  

し，それを用いた解析法を論じた．また，その解析の妥当性を実験結果と比較することから明らかにした．  
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