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研究ノート  

ブ－・ ル 代 数  

木 村   等・広 瀬 文 子  

ここでほ，Savageが練習問題として－あげているブール代数について，その公理といく  

つかの命題をあげる。ブール代数の公理系ほいろいろ考えられるのであるが，ここでは，  

Savageのあげたものとほ少し異なるHungtintonによる公理系をあげる。われわれは，  

プール代数を空でない，つぎの性質をもつ藁合∑であると定義する。   

性質1．∑の任意の要素Aに対して′｝Aをつくる操作が定義されている。また任意  

の2つの要素A，B紅対して，AUB，AnBをつくる操作が定義されている。   

性質2～A，AリB，AnBは，いづれも∑の要素である。すなわち，∑ほ～，  

∪，∩という3つの操作に．関して閉じている。   

性質3い ′・ノ，l」，「lについて，つぎのBlハーB4がなりたつ。   

Bl（S3） AUB＝BUA，AnB＝BnA  （交換法則）   

B2（S4） AU（BnC）＝（AUB）∩（AUC）   （分配法則）  

An（BUC）＝（AnB）∪（A（lC）   （分配法則）   

B3（S5）．任意のAに対して，  

An S＝A，AUO＝A  

を満足するS，0が存在する。   

B4（S6）．  An（～A）＝0，AU（～A）＝S   

このように・定義されたプール代数は，抽象的なものであって，その要素A，B等は，  

本来内容をもたないものである。一・万葉合について，～を補集合をつくる操作と考え，∪  

を和集合，∩を積集合をつくる操作と考えるならば，上の性質をすべて．もっている。こ  

のことほ，ある種の集合のあつまりは，ブーール代数と考えうることを示すものである。ま  

た別のいい方をするならば，集合のあつまりは，プ－ル代数の具体的な1つのモデルであ  

る。事実ここでは，集合を念頭においたため，一・般のブール代数において1としで表現さ  

れる最大元を，Sという記号をもちいて表現しているのである。－ここでSavageの書物  

の命層の番号にSをつけて，＄1，S2， ・としてあらわすt：，とにする。Sava＄eは，   
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Sl～S6が公理であると述べているが，ここでは，Sl，S2を省いて，S3，S4，S5，  

S6を公理として採用し，Savageのあげている他の命題をすべて証明する。証明の便宜  

のため紅Savageのあげていない命題をいくつかとりあ掛，また金題の順序を変更し  

た。またSavageは各命題のdualを述べていないが，ここでは，dualの命題をも示す  

ことに・する。また～AをAの補集合というよう鱒■∵般のプ－・ル代数の言葉でほなく，  

集合代数における言葉をもらいる。このようにんて，集合とほ何かということをもちいる  

ことなく，集合について．の以下の命題を，上記の4つの公理のみをもちいて導くことがで  

きる。   

B5．B3を満足するS，0は唯一つしか存在しない。   

〔証鳴101，02がいづれもB3を満足するとすれば，任意のAに．対して，AUOl  

＝A，AUO2＝Aがなりたつ。Aは任意の要素であるから，01あるいは02にとっで  

もよい。すなわち，  

02UOl＝＝02  

01しJO2＝二0］   

をうる。したがって，  

01＝02  

をうる。Sの唯一・恰も同様乾して証明することができる 。Sの唯㌦性ほ，琴合を考えた  

ときには当然のことではあるが，Bl，B2，B3，B4のみをもちいても証明できるのであ  

る。  

寧6・いかなるA紅対しても補集合～Aは唯一つしか存在しない。   

〔証明〕Aが2つの補集合Al，A2をもつとすれば，  

（B3による）  

（B4紅よる）  

（B2匠よる）  

（Blによる）  

（B4匠よる）  

（Bl紅よる）  

（B3匿よる）   

Al＝AlUO  

＝AlU（AnA2）   

＝（AlUA）∩（AlUA2）   

＝（AUAl）∩（AlUA2）   

＝Sn（AlUA2）   

＝（AlUA2）nS   

＝AlUA2  

同株粧して，  

A2＝A2UAl  
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をうる。したがって，  

Al＝AlUA2  

＝A2UAl  

ニ＝＝A2  

すなわち，Aの補集合は，唯一・つしかないことがわかる。  

B7（S18）．′｝0＝S，～S＝0   

「証明〕B3把．おいて，Aほ任意の集合であるから，寛1式のAを0とおき，第2  

式のAをSとおくならば，  

0n S＝0，SUO＝S   

をうる。すなわち，  

0n S＝0，0U S＝＝＝S  

がなりたつ。B4紅よって，Sほ0の補集合であることがわかる。しかるに，B6に・よっ  

て補集合は唯一つであることから，  

～0＝S   

なうる。また同様にして，  

′－S＝0   

をうる。   

B8（S16）．．～（～A）＝A  

～AUA＝AU（～A）  

＝S  

～AnA＝An（～A）  

＝0  

（Bl紅よる）  

（B4紅よる）  

（Blによる）  

（B4紅よる）  

〔証明〕  

したがって，Aは～Aの補集合である。また，B6紅よって，補集合は唯一つであること  

から，  

～（～A）＝A  

をうる。   

B9（S8）．AUS＝S，AnO＝0   

〔証明〕  AUS＝（AUS）nS  

＝Sn（AUS）  

（B3把．おけるAをAUSとする）  

（Blによる）  

＝（AU（～A））∩（AUS）   （B4紅よる）   
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（B2による）  

（B3による）  

（B4による）  

＝AU（′・・ノAnS）  

＝AU（（ノA）  

＝S  

AnO＝（AnO）し」0  

＝0∪（AnO）  

＝（An（～A））∪（AnO）  

ニA「1（～Aし」0）  

＝An（へノA）  

＝O   

BlO（Sl）・AUA＝A，AnA＝A   

し証明〕  A＝AUO  

＝AU（An（～A））  

＝（AUA）∩（AU（～A））  

二（AUA）nS  

＝AUA  

（巾等法則）  

（B3紅よる）  

（B4による）  

（B2紅よる）  

（B4に．よる）  

（B3たぉけるAをAし）Aとする）  

A＝An S  

＝An（AU（～A））  

＝（AnA）U（An（～A））  

ニ（AnA）UO  

＝A nA  

Bll（S15）．AU（AnB）＝A，An（AUB）＝A （吸収法則）  

〔証明．〕 AU（AnB）＝（AnS）U（AnB）（B3に・よる）  

（B2紅よる）  

（Blに．よる）  

（B9による）  

（B3による）   

＝An（SUB）  

＝An（BUS）  

＝An S  

＝A  

An（AUB）＝（AUO）∩（A、uB）  

＝AU（0nB）  

＝AUO  

＝A  
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B12い AUB＝AUC かつ AnB＝AnC   

ならば，  

B＝C  

である。   

〔証明〕  （Bllによる）  

（仮定に．よる）  

（B2紅よる）  

（仮定紅よる）  

（Bl紅よる）  

（B2による）  

（仮定による）  

（Bll紅よる）  

B＝＝Bn（BUA）   

＝Bn（CUA）   

＝（BnC）∪（BnA）   

＝（BnC）∪（CnA）   

＝（CnB）∪（CnA）   

＝Cn（BUA）   

＝Cn（CUA）  

＝C  

B13．あるA，B，Cに対して，  

AUB＝AUC，～AUB＝～AUC   

ならば，  

B＝C  

である。   

〔価明■〕  （AUB）∩（～AUB）＝（BUA）∩（BU（～A））  

＝BU（An（～A））  

＝BUO  

＝B  

（AUC）∩（～AUC）＝（CUA）n｝（CU（～A））  

＝CU（An（～A））  

＝CUO  

＝C  

しかるに，上の2つの式の左辺は，仮定により相等しいことから  

BコC   

をうる。  

B13′。AnB＝AnC かつ～AnB＝～AnC   

ならば，  
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B＝C   

である。   

〔証明〕 B13と同様にんて証明するこ．とができる。   

B14（S2）．AU（BUC）＝（AUB）uC  （結合法則）   

〔証明〕 L＝AU（BUC），M＝（AUB）UC とおく。  

AnL＝An（AU（BUC））  

（Bllに．よる）  ＝A   

AnM＝An（（AUB）UC）  

＝（An（AUB））∪（AnC）  

＝AU（AnC）  ヽ  

＝＝A  

（Bllに．よる）  

（Bll紅よる）  

すなわら，  

AnL＝A「1M   

をうる。さらに，  

～AnL＝～An（AU（BUC））  

＝（～AnA）∪（～An（BUC））  

＝0∪（～An（BUC））  

＝＝‥′・ノAn（BUC）  

ニ（～AnB）∪（～AnC）  

つぎに．，  

～AnM＝～An（（AUB）uC）  

＝（～An（AJB））u（～AnC）  

＝（（～AnA）∪（～AnB））∪（～AnC）  

＝（0∪（′・ノAnB））∪（←AnC）  

＝（～AnB）∪（～AnC）  

よって，  

～An L＝～AnM  

したがって，  

L＝M  

をうる。  
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B14′（S2）．An（BnC）＝（AnB）nC  （結合法則）   

し証明〕 L＝An（BnC），M＝（AnB）nCとおく。  

AUL＝AU（An（BnC））  

（Bllに．よる）  ＝＝A  

AUM＝AU（（AnB）nC）  

＝（AU（AnB））n（AUC）  

＝An（AしJC）  

＝A  

（B2による）  

（Bllによる）   

（Bllに．よる）  

すなカっち，  

AU L＝AUMe   

をうる。さらに，  

～AUL＝－AU（A「1（BnC））  

＝（～AUA）∩（～AU（BnC））  

＝Sn（～AU（BnC））  

＝′・一AU（BnC）  

つぎに，  

～AUM＝＝＝～AU（（AnB）nC）  

＝（～AU（AnB））∩（んAUC）  

＝（（－AUA）∩（～AUB））∩（～AUC）  

＝（Sn（～AUB））「1（～AUC）  

＝（～AUB）∩（～AUC）  

＝′｝AU（BnC）  

よって，  

′・一AU Lニ～AUM  

したがって，  

L＝M  

をうる。  

B15（S17）  ・・■（AUB）＝（～A）lr、l（～B）  

～（AnB）＝（～A）∪（〈ノB）  

（AUB）∪（（′・・A）∩（～B））  

（de MoIganの法則）  

（de MoI・ganの法則）  

〔証明〕  
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＝（（AUB）∪（～A））∩（（AUB）∪（～B））  

＝（（～AUA）UB）∩（AU（BU（～B）））（BlとB14紅よる）  

＝（SUB）n（AUS）  （B4による）  

＝SnS  （B9による）  

＝S  （BlOによる）  

（AUB）∩（（～A）∩（・－B））  

＝（An（（～A）∩（～B）））∪（Bn（（～A）∩（～B）））  

＝（（An（～A））∩（′｝B））∪（（～A）∩（（～B）∩8））  

＝（0∩（～B））∪（′・■AnO）  

＝0UO  

＝0  

したがって，B4に．よって（～A）∩（（ノB）はAUBの補集合である。叫方，補集合ほ1  

つの集合に対して唯一つしか存在しないから，  

～（AUB）＝（～A）∩（一－B）   

をうる。  

～（AnB）＝（～A）∪（～B）  

も同様にして証明することができる。   

B16（S19）．AU（～AnB）＝AUB，An（～AUB）＝AnB   

〔’証阻I  AU（～AnB）＝（AU（～A））∩（AUB）  

＝Sn（AU王り  

＝AUB  

An（～AUB）＝（An（～A））∪（AnB）  

＝0∪（An王∋）  

＝AnB   

B17（S22）．～（UiAi）＝n£（～Ai）  （一・般のde Morganの法則）   

（証明．〕これほ．，de Morganの法則がn個の要素紅ついてなりたつことを述べてい  

るものであり，数学的帰納法によって証明することができる。すなわち，n＝2の場合  

は，B15に示されている。n＝ゑ－1の場合蜜でに・ついて上の等式がなりたつとするなら  

ば，   
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i＝1  

わー1  

＝（～（UAi））「l（～A克）      豆＝1  

ぺ■一l  

ニ・（「1（～Aま））「‾1（′・－Aた）    ごニュ1  

た  

＝「】（′・一Ai）   ご、こ】   

名＝1  

がなりたつ。すなわち，n＝烏の場合にも上の等式がなりたつことが示された。したがっ  

て，任意の自然数n（≧2）に．ついて上の等式がなりたつことがわかる。   

同様にんて，つぎの命題がなりたつことが証明できる。   

B17′．～（∩豆A慮）ニ∪盛（～A£）   

B18（S23）．AU（niBi）＝ni（AUBi）  

An（UiBi）＝Ui（AnBi）  

これは，分配法則を一般化したものであって，上と同様に数学的帰納法によって証明すれ  

ばよい。   

B19（S24）．．AU（UiBi）＝Ui（AUBi），An（niBl）＝∩£（AnBl）   

〔．証明．〕n＝2の場合，  

AU（BlUB2）＝（AUA）∪（BlUB2）  

＝（（AUA）uBl）UB2  

＝（AU（AUBl））uB2  

＝（AU（BlUA））uB2  

＝（（AUl∋1）uA）uB2  

＝（AUBl）∪（AUB2）  

をうる。さらに．，数学的帰納法をもらいて，任意の自然数に・ついて，上の等式がなりたつ  

ことが証明できる。俸2の等式についても同様である。   

B20（S25）．（∪山h）∪（∪プB．プ）ニ肌，プ（A慮UBグ）  

（∩官Aま）∩（r■1ブBプ）ニ∩官，ク（AtnBク）   

【証明〕   （肌Aす）∪（∪ブBプ）＝l」ブ（（∪官A乞）lJBプ）（B19に・よる）  

＝∪ノ（Bプ∪（UiAさ）） 

＝∪7（肌（B7UAも））（B19に．よる）   
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＝∪メ（∪官（AiU8ク））  

＝し」i，ブ（A£UBJ）  

弟2式も同様にしで証明できる。   

B21（S26）・（niAi）∪（njBプ）＝ni，．プ（AiUBj）  

（UzAも）∩（∪グBプ）＝し力，7（AinBメ）   

〔証明〕   （∩£A乞）∪（∩プBブ）＝「1′（（∩乞A豆）∪Ⅰヨプ）  

＝∩ブ（Bグ∪（∩£A乞））  

＝∩ブ（∩£（BグUA£））  

（B18による）  

（B18による）  

＝∩′（∩乞（A£UBブ））  

＝∩豆，グ（A乞し」Bグ）  

貨2式も同様にして証明できる。   

B22（S7）．2つの集合A，Bについて：A＝AnBがなりたつとき，A，Bの聞に  

A⊂Bなる関係がなりたつと定義する。  

B22の命題によって，プール代数に大小関係すなわち順序を導入する。ニブール代数が集  

合のつくるプール代数であるとき，との順序は集合の間の包含関係と一・致する。   

B23・A⊂Bであるた吟の必要かつ十分な条件は，B＝AUBがなりたつことであ  

る。   

〔証明、〕 A⊂Bがなりたつとき，定義より  

A＝A「1B  

がなりたつ。したがって，  

AUBニ＝（AnB）uB  

＝BU（AnB）  

＝BU（BnA）  

＝B   

をうる。つぎ紅，  

B＝AUB   

がなりたつとすれば，  

AnB＝An（AUB）  

＝A   

をうるから，  

（Bllによる）  

（Bllに．よる）   
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A⊂B   

がなりたつ。   

命題B23を順序の定義とすることもできる。そのときは，命題B22ほ，定理として  

証明できるものとなる。  

B24（SlO）．A⊂A   

〔証明〕 A＝AnAであることから，B22の定義に・よって，A⊂Aをうるo   

B25（Sll）．AnB⊂A，A⊂AUB   

〔証明〕   （AnB）nA＝An（AnB）  

＝（AnA）nB  

＝AnB   

であることから，B22の定義に．よって，  

AnB⊂A   

をうる。また，Bllによって，  

An（AUB）＝A   

したがって，  

A⊂AUB   

をうる。   

B26（S12）．A⊂Bならば，任意のCに対して．，  

AnC⊂BnC，AUC⊂BUC   

がなりたつ。   

〔証明〕A⊂Bがなりたつことから，A＝AnBがなりたつ○   

一方，  

（AnC）∩（BnC）＝An（Cn（BnC））  

＝An（Cn（CnB））  

＝An（（CnC）nB）  

＝An（CnB）  

＝An（BnC）  

＝（AnB）nC  

＝AnC  （仮定紅よる）   

したがって，   
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ArlC⊂Bn C   

をうる。  

（AUC）∩（BUC）＝（CUA）n（CUB）  

＝CU（AnB）  

＝（AnB）UC  

＝AUC  （仮定に．よる）   

したがって，  

AUC⊂BUC   

がなり／たつ。   

B27．A⊂B，B⊂Cならば，A⊂Cがなりたつ。   

〔証明〕A⊂Bであるから，A＝AnB。また，B⊂Cであるから，B＝BnCo  

AnC＝（AnB）nC  

＝An（BnC）  

＝A「1B  

＝A   

したがって，  

A⊂C   

をうる。   

B28（S20）．AF＝Bならば，～A⊃⊥Bがなりたつ。まね、逆もなりたつ。   

〔証明〕A⊂Bがなりたつことから，  

A＝An B  

をうる。この等式の両辺の補集合－ノをとれば，  

～A＝←一 （AnB）  

＝（～A）∪（～B）  （B15紅よる）  

したがって－，B23によって，  

～A＝）′、′B  

がなりたつ。また，同様に．して，逆も証明することができる。   

B26（S9）．．A＝Bがなりたつための必要かつ十分な条件は，A⊂B，B⊂Aがとも  

になりたつことである。   

〔証明〕A＝Bがなりたつとすれば，   
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AnB＝A「1A  

＝A   

すなわら，  

A⊂：B   

がなりたつ。また同様にして，  

B⊂A   

がなりたつ。   

つぎ濫．，A⊂BかつB⊂Aがなりたつとすれば，A⊂Bであることから，  

A＝AnB   

がなりたつ。一・方，B⊂Aであるこ．とから，  

B＝BnA   

をうる。したがって，  

A＝ゴAnB＝BnA＝B   

がなりた、つ。   

等号について．－，つぎのB30～B34がなりたつことは，B24～B29を用いて，容易に証  

明することができる。   

B30．A＝A   

B31．A：＝BならばB＝A   

B32．A＝Bならば，任意のCに．対して，AUC＝BUC，AnC＝BnC   

B33．A＝B，B＝Cならば，A＝C   

B34．A＝Bならば，｛■A＝～B   

B35（S13）．A⊂C，B⊂Cならば，AUB⊂Cがなりたつ。また逆もなりたつ。  

C⊂A，C⊂Bならば，C⊂AnBがなりたつ。また逆もなりたつ。   

〔証明〕A⊂Cであることから，C＝AUC。B⊂Cであると・とから，C＝BUCハ  

CU（AUB）＝（CUA）UB  

＝（AUC）UB  

＝（AU（CUC））UB  

＝（（AUC）UC） 

＝（AUC）∪（CUB）  

（仮定に．よる）   ＝CUC  
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＝C   

したがって，  

AUB⊂C   

がなりたつ。   

また逆に，AUB⊂Cならば，A⊂AUBがなりたつことから，  

A⊂C   

をうる。同様に．して，  

B⊂C  

をうる。また，定理の後単も同様紅して－証明することができる。   

B35によって，AUBはA，B両者よりも大きいもののうちの最′j＼なもの，すなわ  

ち，1．u．b．（leastupperbound）をあらわし，AnBは，A，B両者よりも小さい  

もののうちの最大なもの，すなわち，g．1”b（gIeateStlowerbound）をあらわしてい  

ることが示されている。   

B36（S14）．0⊂A⊂S   

〔証明〕0nA＝0（B9），AnS＝A（B3）であることより明らかであるo   

B37（S21）．A⊂Bがなりたつための必要かつ十分な条件ほ，An（～B）＝0がな  

りたつことである。   

〔証明〕A⊂Bがなりたつならば，A＝AnBがなりたつ◇  

An（～B）＝（AnB）∩（～B）  

＝An（Bn（～B））  

＝AnO  

＝0   

逆紅，An（～B）＝0とすれば，  

A＝An S  

＝An（BU（～B））  

＝（AnB）∪（An（～B））  

＝（AnB）UO  

＝AnB   

したがって，  

A⊂B   
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をうる。  

B38（S27）．しJ宜B乞⊂Aがなりたつための必要かつ十分な条件ほ，すべての壷につ  

いて，B£⊂Aがなりたつこ七である。   

また，A⊂「1豆臥がなりたつための必要かつ十分な条件は，すべて■の≠について，  

A⊂B£がなりたつことである。  

t二証明〕これほ，B35の－・般化である。前半と後半は同様にして証明できる。ここ  

でほ，B35とは反対に，後半を証明する。  

れ   
すべての彦に．ついて，A⊂B£ならば，A⊂∩翫がなりたつことを証明する。n＝2の  

J■Tl  

場合は，この命題はB35の後半と同じものであり，すで把証明されている。n＝ゑ－1まで  

の場合についてなりたつものとする。いま，A⊂翫（オ＝1，2，‥‥，ゑ）がなりたつとす  

わ－1  

れば，仮定から，A⊂nB、乞がなりたつ。B35から，                   そ攣1   

i「－l          A⊂（nB£）nBた  
乞＝1  

をうる。したがって，  

た  
A⊂n B官  

£』1  

がなりたつ。すなわち，任意の自然数n（≧2）について－，．．A⊂B官（査■＝1，2，・‥，n）な  

9も  

らほ，A⊂nBgがなりたつことがわかる。  
宜＝1  

朋  つぎに，A⊂nB£ならば，A⊂B宕（∠＝1，、2，…川，n）がなりたつことを証明する。前  
官＝1  

の場合と同様紅，nニ＝2のときはB35においですでに．証明されている。n＝点－1までの  

場合に．ついてなりたつとすれば，  

ね た－1  

A⊂nB官＝（nB£）nBね  
£亡1 £＝1  

となることから，B35に．よって，  
ね一1  

A⊂nB威 かつ A⊂Bた  
乞＝1  

がなりたつ。一方，仮定に．よって，  

A⊂B£（∠－＝1，2，‥・…，烏－1）  

がなりたつ。したがって，  

A⊂B乞（さ＝1，2，…「鳥）  

をうる。   

したがって，任意の自然数n（≧2）についてこの定甥がなりたつことがわかる。   
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B39（S28）．すべてのグについて－，  

循％          nB£⊂B．J⊂UB名              i亡1      £＝1   
がなりたつ。  

〔証明〕n＝2の場餉，B25である0数学的帰納法によって，B38と同様に証明す  

ることができる。   
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