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研究ノート  

個  人  確  率  

木 村   等・広 瀬 文 子  

本稿は，SavageがFoundationof Statistics（1954）において展開している個人確率  

の理論を紹介しようとするものである。Sav昭eのこの書物は，すでに・絶版であり，  

Sav喝e自身考え方を変えているようであるが，重要な文献であるので，あえ・てここ・に紹  

介をこころみる。  

1一 序   

確率をどのようにとらえるかというこ．とについて払 いろいろな立場がある。Savage  

が客観主義的な立場とよんでいる頻度論的確率論においては，たとえば，サイコロをふった  

とき1の目の出る確率なつぎのよう紅定義する。すなわち，〝回サイコロをふったとき，  

㌢・回1の目が出たとする。この比γ／乃を1の目の相対頻度とよぶ。この相対頻度の，〟を  

大きくしていったときの，極限値をもって，1の目の出る確率とよぶ。このような立場を  

とるかぎり，くりかえしの可能なものでなければ，確率を定義することはできない。した  

がって，たとえば「火星に生物がいる確率」という言葉ほ慮昧をもたない。統計学者の多  

くは，このような立場に．たって：確率を考え，統計学を論じて．きたのである。ここで，統計  

的推論における区間推定について確率との関連を述べて：みる。たとえ．ば，母集団パラメー  

タ〝の推定に．おいてほ，〃の下および上の信額限界をそれぞれ才1，f2，信頼度をαとす  

れば，  

ク（≠1≦〟≦才2）＝α  

という関係がなりたつ。これを言菓で表現すれば，「〃・が才1と≠2との間に・ある確率はαで  

ある」というこ．とに．なる。ところが，標本がとられ，その標本から統計藍fl，ちがもと  

められたとき，我々ほその値を知らないけれども，〃は一億の値をもつものであるから，  

ヂ1≦〝≦才2  

という不等式は，なりたつか，なりたたないか，いずれかであって確率とは関係のないも  

のである。しかるに，推定論紅おいて，この不等式が成立する確率がαであるという表   

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ



個 人 確 率  449  ーJ2∂－・  

現をとっているのほ．，つぎのような考え方からである。すなわち，1つの標本紅ついての  

「′‘ほ′1とど2の闇紅ある」という命題ほ，轟か偽のいずれかであるが，我々ほ，そ・の真  

偽紅ついて知ることができない。一方，統計愚才．，ちほ確率変数であるから，何度も標本  

をとりなおして，そのつど倍額限界fl，≠2をもとめ「／Jは，かくかくの信頼限界の間にあ  

る」という判断をくりかえすならば，あるときはこ．の命題が喪であって，正しい判断を  

し，あるときほこの命題が偽であっで，あやまった判断をしているこ．とに．なろう。このよ  

うな判断のくりかえしの無限の系列紅おいて，正しい判断をしている確率が，頻度論的意  

味における確率に．なる。そ・して：，この頻度論的確率がαであるというととを示すのが  

P（fl≦〝≦才2）＝d  

という関係式の意味である。現実には，標本は1回しかとらず，その結果としての判断  

は，正しいか，あやまっているかのいずれかである。しかしながら，その背後に．，標本を  

くりかえしとり，同様な操作をくりかえすならば，正しい判断を下す確率は，信瀬度とし  

て定めたαであることが保障されている。頻度論的確率を基礎とした推定論ほ上述のよ  

うなものであった。もちろん，これでほ不十分であって，この頻度論的確率αと，現実に  

もとめられた唯1つの不等式  

≠1≦：〃≦才2  

の成立に対する信頗の程度との間紅，理論的な閑適づけが必要であるという考え．がある。  

あるいほ，頻度論的確率の媒介なしに．「〃ほflと才2との闇に．ある」という命題に．対する  

信頼の程度を考えるぺきであるという立場がある。このような考え方から，確率論として  

ほ個人確率あるいは主観確率が，統計理論としてはペイジアンの立場が生まれてくるので  

ある。   

主観確率ほ，上紅述べた頻度論的確率が，対象をくりかえしの可儲なものという狭い範  

囲に．限るというの紅対して，もっと広い範囲の命題の成立紅ついての主観的評価を確率と  

考える。Savageは，これを個人確率とよんで合理的人間の行動をもとにし7：とらえよう  

としている。すなわち，ある人が横断歩道でないところで道路を横切ったとする。この人  

は，自動車紅・はねとばされるという危険のあることは知っているが，その時点では自動皐  

紅はねとばされるととほ．はとんどないと考えたから道路を横切ったのである。すなあちト  

このことから，この人の自動車濫．ほねとばされるというこ．とに対する主観確率は相当小き  

いものであったということが判断される。このような考え方に．対して，たとえば，「火屋に 

は空気がある」およぴ「火星には水がある」等の知識が得られた段階では，「火星紅生物   
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がいる」ということは相当たしかなように思われる。このような情報，すなわち，いくつ  

かの命題の集合βと1つの命題Aとがあるとき，βが呉であることを知ったときには，  

これを証拠としてAがなりたつことをどの程度信じうるかというようなものを主観確率  

と考えることもできる。またこのような場合は，βを証拠としたときのAの成立する程  

度を人の主観に関係なく，命題A，βの論理的構造をもとにしで，必然的に成立する論理的  

関係として：考えることもできるであろう。このような考え方が，Savageがnecessary  

Viewとよんでいる論理的な確率の考え方である。   

この外に，確率を測度としてとりあつかう測度論的な考え方がある。たとえば，サイ  

コロをふったとき，1の目が出ること，2の目が出ること，川…，6の目が出ること等を  

基本事象といい，おのおのを数1，2，，6であらわす。基本事象の集合を事象とい  

う。たとえば，A＝‡1，3，5〉 は「奇数の目が出る」という事象をあらわす。とくに．，空  

集合に対応する事象を空事象，全て－の基本事象からなる集合〈1，2，…、，6〉紅対応する事象  

を全事象という（Savageの書物では，これらをそれぞれ0，βであらわしている）。集合  

とそれに対応する事象とは区別する必要がないので，集合そのものを事象とよぶこ．とにす  

る。また，事象は仝事象∫の部分集合であるという表現をとるのが普通である。こ．こで，  

任意の事象Aに対してつぎの条件を満足する実数P（A）が対応するとき，P（A）を確率  

という。すなわち，   

1．0≦P（A）≦1  

2v．Anβ＝0（集合として．共通部分をもたないとき，事象としては互いに素であると  

いう）であるとき，  

P（AUβ）＝P（A）＋P（β）  

3小 P（∫）＝1  

上の3条件は，集合の測度の条件と本質的に同じである。すなわち，集合について定義さ  

れた実数値関数偶（A）が  

Mln 椚（A）≧O  

M2。、Anβ＝0ならば ∽（AUβ）＝桝（A）＋∽（β）  

を満足するとき，∽（A）を測度という。直観的に．いえば，測度は直線上での長さ，平面上  

での面積，空蘭に．おける体積等紅相当するもので，これらを一腰化したものである。この  

条件を確率の条件と比較すれば，確率は最大値として－1をもつということだけが異ってい  

て，本質的にほ差異がない。そこで確率を確率測度とよぴ，このような確率のとりあつか   
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いを測度論的な考え方という。5が有限集合の場合に」は問題はないが，∫が無限集合，と  

く紅連続体であ早場合紅ほ，いろいろなタイプの測度が考えられる。たとえば，M2の各  

件の－・般化したものを有限加法性とよんでいるが，無限集合に．ついては，無限個の和を考  

えることができるのであるから，M2を  

M2′・4nA2nA3∩……＝0がなりたつとき，   

0000          研（UAi）＝∑桝（A宜）  

fElざ－1   

のように拡張することもできる。M2′の条件を完全加法性，あるいは可算加法性とい  

う。測度としては，有限加法性をもつもの，完全加法性をもつもの，いずれも考えうる  

が，確率論紅おいてよく用いられるのは，完全加法性をもつルベ－グ測度である。高次元  

の空間，あるいはもっと抽象的な空間についても同様であるので，1次元・ユ・－クリッド空  

臥すなわち番線紅ついて述べる。すなわち，ぶを1次元ユ－クリッド空間とし，ぶの部  

分集合の集合軍紀ついて，   

Blい 支8にふくまれる有限あるいは可算無限個の集合の和集合および槙集合はまた型に 

ふくまれる。   

B2．亀紅ふくまれる集合の稀集合ほ懇にふくまれる。  

という2つの条件がなりたつならば，恥にふくまれる集合紅ついて，完全加法的な測度  

が定義できる。これをルべ－・グ測度という。とくに，肇が，   

B3．懇ほすべて．■・の有界な半開区間〔〃，み）をふくむ。  

という条件を満たすとき，亀をボレル集合族といい，肇にふくまれる集合をボレル集合  

という。ボレル集合ほ，半開区間をもと紅して，可瀞無限個の和集合，績集合をつくると 

とによ．って構成できる集合である。半開区間〔α，∂）の測度を  

弼〔α，∂）＝∂－α  

と定義すると，Ml，M2′を満足するボレル集合紅ついてのルべ－グ測度が定義できる。   

確率をルベ－グ測度とする考え方には反対論がある。しかしながら，確率を事象すなわ  

ち集合の測度としてとりあつかうことほ，数学的に．厳密な議論が可能であるので，どの立  

場の論者も採用して：いるこ．とである。しかしながら，それぞれの立場の確率をあたえるよ  

うな測度は如何なるものであるかが問題なのである。   

2．．不確実性のもとに．おける決定   

2ハ1人間，世界，状態，事象   
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人間は，知識あるいは情報をもと紅して，いくつかの行動の申から，実行すべき行動を  

選択し，決定する。この情報と決定を結ぶ推論を論ずるのが統計学であると考えられる。  

そして，推論ほ一・般把論理紅かかわるものである。すなわち，簸であることが知られでい  

る命題から，論理的に導出できる命題ほまた真である。このことによって，人間ほ行動の  

決定を行なうことができる。たとえば，「風が吹けば桶屋がもうかる」という命題が経験  

法則として確立されたならば，「風が吹く」という情報が得られたときには，当然論理的  

帰結として「桶屋がもうかる」ことが知られる。したがって，ある人は桶屋に．なって：金を  

もうけろことにするであろう。このように，情報を処理して，行動の決定に．結びつけるの  

が論理である。－・方，「風が吹いたとき，桶屋がもうかることもあり，もうからないこと  

もある」というよう紅，不確実性が入って来たときの推論ほ，理論のみでほ十分にとらえ  

きれない。しかしながら，このように，命題Aから命題βが論理的にほ導きえない場合紅  

も，Aはβが成立するためのある程度の証拠になるという関係が考え．られる場合があるで  

あろう。ここではこのような考え方を問題にするのである。他方，同じ情報をもち，同じ  

状況紅ある人間は，同じ決定をするはずであるというよう紅考えるならば，これほ論理的  

な確率論の立場である。ここではこの立場をとらず，決定ほ個人の主観に．よって異なるも  

のとしてとりあつかう。  

ここでいう人間とは，理論としてとりあつかうのであるから，我々のような通常の人間  

でほなく，理想化された，合理的すなわち論理的な人間であるとする。すなわち，合理的  

人間は，あやまりなく計算し，あやまりなく推論する。しかしながら，一方では全能では  

ありえないから，不確実性紅直面しなければならない。また人間とよんでいるが，当然企  

業等の1つの意志決定の単位を意味するものでもある。   

人間が問題とする不確実なものの例をSavageはつぎのように．あげている。すなわち，  

1り ある1つの卵がくさっているかどうか。   

2ある1ダー・スの卵のうちで，くさっているものがあるとすればどれか。   

3“，≦／カゴに．おける昨日の正午の温度。   

4い 現在シカゴとよばれている場所における紀元元年1月1日から，紀元4000年1月1  

日までの毎日の正午の気温。   

5貨幣を投げ続けたときの，表と裳とからなる無限系列。   

6．十進表示による方の完全な無限桁の表示。   

7過去から現在，未来にわたる宇田の完全な歴史。   
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このような不確実性をもった現象をとりあつかうのがここでの問題である。議論をはじ  

める前に言葉を定義しておく。   

定義 世界：行動する合理的人間がかかわりをもつ対象全体。   

定義（世界の）状態：世界についての記述。   

定義（世界の）真の状態：他界が実際紅ある状態。   

例1でほ，問題紅なってヽ、る卵が世界であり，その卵がくさっているという状態と，く  

さっていないという状態の2つの状態がある。例2についてこは，問題の12個の卵が世界で  

あり，「■全部くさっている」から，「■全部くさって：いない」までの212個の状態がある。例  

2の世界である12個の卵のうち，1個茶色の卵があるとして，これ紅着目すれば，これは  

例1の世界である。この場令 こ・の茶色の卵がくさってこいるという状態払12偶の卵の世  

界について考えれば，「茶色の卵ほくさっているが，他の11個はくさっていない」，「茶色  

の卵と白い卵がくさっている」，…・，「12個全部くさっている」という211個の状態に対応  

する。このように」＼さ一い世界め状態は，大きい世界の状態の集合に対応している。したが  

って，どのような問題も，例7に．あげた最も広い増界の一・部として：考えることもできるで  

あろう。   

状態全体の集合は，例1および例2の世界では有限である。一方，例3では状態は，多  

分－40と＋40の間のすペての実数ということに．なり，状態は無限にあるといえる。例2  

に‥おける「少なくとも1個の卵がくさっている」というような状態の集合（この場合は  

212－1個の状態からなる）を事象とよんでいるが，例3においては，温度は00c以下で  

あるという事象は，－0．010，－0い000lO，…・…l等の無限個の状態の集合である。事象のう  

ち，全ての事象からなる事象を，全事象とよびぶであらわす。また状態を全く含まないも  

のも事象と考えて，空事象とよび0であらわすこととする。状態自体は，ざ，5′等であら  

わす。とくに．，あたえられた事象が真の状態を含むとき，そ・の事象が起ったという。   

事象は，状態の集合であるから，仝事象の部分集合である。したがって，事象の間の関  

係ほ，集合の間の関係であり，集合が満足する性質をすべて満足する。すなわち，事象の  

集合はブール代数となる。   

22 結果，行動，決定   

たとえば，6個の卵を使って卵焼をつくろうとして，5個の卵をわってポ－ルに入れて  

あるとする。6個目の卵をわる紅ついて，直接ポ－ルの申にわって入れるか，一・旦皿に・と   
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ってからポ－ルに入れるか，あるいは，6個目の卵を棄ててしまうかという3つの行動が  

考えられる。6個目の卵はくさっていることもあり，くさっていないこともある。したが  

って，それぞれの状態と行動紅よって得られる結果は籍1表のようになるであろう。   

上の例からもわかるように，結果としては金，健康状態，あるいは神の意志等人間に．か  

かわりのあるいろいろなものが考え．られるのであるから，結果とは人間の状態であるとい  

ってもよいであろう。1つの問題にかかわりのある全ての結果の集合をダであらわし，  

それぞれの結果を．差 g，カ等によってあらわす。   

2つの行動が，すべての状態に対して同じ結果を生むならば，我々の立場からは2つの  

第1表 行動，状態，結果  

＼ く さ っ てい ない   く さ っ て い る   
＼  ＼＼＼＼準態 行動、、、－＼＼  

宙接ポ－ルへ  5個の卵が無駄紅なり卵塊  

はつくれない。  

ー・旦，皿にとる  5個の卵の卵焼。  

ただし，皿を洗う必要あり。  ただし，皿を洗う必要あり。  

卵をすてこる   5個の卵の卵焼。  5個の卵の卵焼。   

ただし，くさっていない卵  

を1個すて－る。  

行動として区別する必要がない。行動fとほ結局，世界の各状態・Sに対して，1つの結果  

／’（・S）を対応させる関数であると考えられる。そして，1つの問題にふくまれるすべての  

行動の集合をFであらわすこと紅する。   

2．3 行動の選好順序   

2つの行動fとgがあたえられたとき，人間はgよりfを好むかどうかを決定すること  

ができるものとする。このように，Savageは行動の順序を出発点として個人確率を論ず  

るのである。ここでは，Savageが「fはgより好まれることほない」という表現をとっ  

ているものを，「gはfより好まれる」というようにあらわす。すなわら，「より好まれ  

る」という言葉を，同等の場合を含むものとしてもちいる。したがって，記号では  

f≦g   

とかく。   

行動の間の選好順序≦を，－・般潔．もちいるものとは少し変更してもちいる。すなわち，   
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－・般牲順序≦とは，任意の要素．鴛，．γ，之の間にある2項関係であって，  

01．．ガ≦方   

02．．％≦γかつ．γ≦方ならば，方＝．γ   

03．．∬≦．γかつγ≦zならば，．ガ≦g  

の条件を満足するものである。このとき，この関係を半順序または順序といい，要素の間  

捌旧序の定義された集合gを単順序集合またほ順序集合という。とくに，順序集合gの任  

意の要素ガ，．γに対して，  

04．．光≦γまたは．γ≦方  

という条件がなりたつとき，≦を線形順序あるいは全順序といい，この順序集合ズを線形  

順序集合あるい畔全順序集合という。しかしながら，行動紅ついて．－は，fとgが相異なる  

行動であるとしても，f≦；gでありかつg≦fであることもありうると考えられる。した  

がって，条件02は行動の順序の場合には適当でない。そ・こで，02をほ．ぶき，01，04  

を合併して，条件1とし，03を，条件2として行動の間の線形順序の公理とする。すな  

わち任意の．方，．γ，gに対して   

1．ズくγまたはγく．方  

2山完≦．γかつ。γ≦gならば，一方くZ  

を満足するとき，線形頒序であるという。これに・よって，公理Plをつぎのように・定める。   

Pl 選好関係くは，行動の間の線形順序である。   

この公理から，任意の2つの行動f，gの間には，f≦：gまたはg≦fのいずれかの順  

序がつけられることがわかる。行動の集合が有限である場合は，すべてこの行動の対につい  

て－検討することができるから，この順序紅したがってならべることができる。すなわち，  

つぎの定理をうる。   

定理1 Fが行動の有限集合であるとするならば，すべてのg∈Fに対して，  

f≦g≦b  

を満足するf，b∈Fが存在する。   

f≦gのとき，g≧fとかくことにすれば，この関係≧もまた線形順序であることは容  

易にわかる。つぎ紅，順序≦からみちびかれるいくつかの関係について考える。   

定義 f≦gかつgくfであるとき，f主gと定義する。f主gをfとgは同等である  

とよむこと紅する。   

線形順序の公理1から，任意の2つの行動f，gの間に，f≦：gまたはg≦fがなりた   
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つ。ここでgとしてfをとれば，．上の関係式は．，f≦二fまたはf■まfとなる。すなわち，  

fについてf≦fの関係がなりたつ。したがって，f≦董かつf≦fがなりたつ。これは，  

上の定義の条件において，gをfでおきかえたものであるから，定義にしたがって，  

f去fをうる。このように関係去は反射律を満足する。また，董三gなるときは，定義か  

ら，f≦g，gくfが同時紅なりたつ。したがって，g≦f，f≦gがなりたち，g主fがなり  

たつ。すなわち，関係±は対称律を満足する。つぎに，f主g，g＝主bとすれば，定義か  

ら，f≦適，g≦hがなりたつ。したがって，f≦hがなりたつ。一方，gくf，b≦gがなり  

たつことから，h≦fがなりたつ。この2つの関係から，定義によっでf主hをうる。す  

なわち，主は腰移律を満足す′る。一般に，ある幽係が反射律，対称私推移律の3つの性  

餐をもつとき，この関係は周値関係であるという。このこ．とから，主を行動の間の同値関  

係とよんだのである。   

定義 f≦gであって，g≦．fがなりたたないとき，f＜gであると定義する。fくgは  

「gはfより姦に選好される」とよむ。   

fく’g，g＜bがなりたつとする。これを論理記号でかけば，  

（fくg）∩（～（g≦f））∩（g≦カ）∩（′・一（b≦g））  

となる。このことから，  

（f≦g）∩（g≦ム）  

がなりたつから，  

f≦h  

をうる。一・方，b≦fがなりキつとすれば，この関係と，f≦gから，h≦gをうる。一・方  

仮定から，～匝≦g）がなりたつ。すなわち，h≦gはなりたたない。したがって，矛盾  

となり，h≦fは否定され，  

f＜h  

をうる。すなわち，関係＜は推移律を満足する。fくgをg＞fとかくこと紅すれば，  

＜が推移律を満足することから＞もまた推移樺を満足する。関係＜，主が導入された  

結果，線形順序の公理1はつぎのよう紅かきかえることができる。すなわち，   

定理2 任意の行動f，gの間紅は，  

fくg，f去g，g＜f  

のうち唯1つの関係がなりたつ。  

〔証明〕線形畷序の公理1から，任意のf，g紅対して，f≦gまたは∴敦≦fがなりた   
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つ。論理記号でかけば，  

（f≦g）∪（g≦f）  

となる。ここで論理的可能性をすぺてあげれば，  

（fくg）∩（gくf）  

すなわち，f＝主gがなりたつか，  

（f≦g）∩（｛イg≦f））  

すなわち，fくgがなりたつか，または，  

｛ペf≦g）∩（g≦f）  

すなわち，g・くfがなりたつかのいずれかである。すなわち，定理が証明されたことにな  

る。   

いま，「f主gまたはf＜g」という命題を考え，論理式紅よって．計辞すればつぎのよう  

になる。  

（f主g）∪（fくg）＝i（f≦g）∩（g≦．f）＝」〈（f≦g）∩（（イg≦り）‡  

＝（f≦g）「1（（g≦二f）∪（～（g≦f））〉  

＝（f≦g）nl  

＝f≦g  

このようにして，「f主gまたは董＜■g」という命題は，「■f≦g」という命題に．－・致すること  

がわかる。  

定理3 f＜gかつg≦hならば，f＜血。   

〔証明〕条件を論理式でかけば，  

（f≦g）∩（～（g≦f））∩（g≦h）  

となる。したがって－，  

（f≦g）∩（g≦b）  

よって，  

f≦カ  

をうる。つぎに，h≦fとすれば，g≦：血がなりたつことから，  

g≦f  

をうる。これは，～（gくf）に矛盾する。したがぅて，h≦董ほなりたたない。すなわち，  

f＜b   

がなりたつ。   
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系1fくgかつg去hならば，fくh。   

同様にして，fくgかつ壬主hならば，hくgもなりたつことがわかる。すなわち，速好  

の不等関係に，同等なものを代入しても同じ不等関係がなりたつことがわかる。つぎに3  

つの行動の関係を考え．る。   

定義 f≦g≦hまたほ，b≦g≦fのとき，gはf とbの間にあるという。   

f，g，hの3つの行動紅ついて－，f≦gまたはg≦．f，g≦hまたほh≡主恩h≦fまたは  

f≦h という関係がなりたつ。そこで，  

（f≦g）「1（g≦b）∩（b≦f）  

とすれは，前の2つから，f≦bとなり，結局f＝g＝bとなる。  

（f≦．g）「1（g≦h）「1（f≦h）  

とすれば，f≦．g≦血となり，gはf とhの間にあることに．なる。同じように．8つの場合  

すべてに．ついて検討すれほ，f≦二g≦h，董≦丸≦g，g≦h：≦f，g≦f≦．b，b≦f≦g，b≦g≦．f，  

およびf＝g＝bをうる。f＝g＝hの場合，f≦g≦hがなりたつのであるから，すべてが等し  

い場合を含めて，3つの行動のうちの1つは，他の2つの闇紅あると考えてよいであろう。   

公理Plのもつ意味，というよりは公理というものの意味は，2種類あると考えられ  

る。、1つは経験の抽象という考え方であり，他の1つほ規範的なものとする考え方であ  

る。第1の立場では，理論というものは，経験の整理，抽象であると考える。この立場紅  

おいて－ほ，経験から得られたいぐつかの命題を公理としてとりあげ，これを出発点として 

論理的に．構成されたものが理論であるということに．なる。したがって，・そこで得られた命  

題が，現実と関連するときは，予測という形をとる。予測があやまった場合すなわち，論  

証を展開して得られた命題と事実との間に矛盾があった場合，公理そのものを検討しなけ  

ればならない。論理自体も人間の考え方がしたがっている法則であるから，自然的な事実  

についての法則と考えられるであろう。事実人は，確かであると信じている命題から論理  

的紅導かれたものほ信じるが，論理的に否定されたものほ信じ率い。   

しかしながら，論理の主要な価値は，その規範的な性格に．あるというのがSavageの考  

え．である。すなわち，論理は思考の規則として守るべきものであり，＼我々の知識を正確紅  

構成し，またある知識から他の知識を導き出すために，あやまりその他の挽乱を排除して  

意識的紅努力してしたがおうとす－るという意味で規範的な法則である。 

論理を規範的であるという考え方と同じように，公理Plおよびこれから論ずる理論  

ほ，決定を矛盾なく行なうための，また単純な決定にもとづいて複雑な決定を行なうため   
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の規範的な法則であると考える。  

2．4 Sure－thing principle   

ある人が土地を買いたいと思っている。選挙の結果，保守党が勝つか，革新党が勝つか  

によっで，この土地の値うちも変わるだろうと考えた。そして－，保守見が勝つとなれば，  

どうしようかと考えた結果，買うことに決めた。また，革新見が勝つとなれば，どうしよ  

うかと考えた結果，やはり買うことに決めた。このように，どららの場合にも買うのであ  

れば，どちらが起るかということを知らなぐても買うことに．決めるであろう。これをもう  

少し形式的に述べるとつぎのよう紅なる。すなわち，事象βが起ることを知ったときに  

も，～βが起ることを知ったときに．も，いずれの場合に．も，fよりgを選好するとするな  

らば，人は常に，fよりgを選好するであろう。この場合，βは起ることのない事象であ  

っても上の命題自体はなりたつ。βが実際に起りうるものであるという条件のもとで，β  

が起ることを知ったとき，fよりgを真紅選好し，～βが起ることを知ったとき，fより  

gを選好するならば，人はfよりgを真紅選好するであろう。   

上述の考え方をSavagβはSure・thing principleとよんでいる。ここで，Bが起るこ  

とを知ったとき，fよりgを選好するということを理論的に．表現することを考え．る。我々  

はこれまで，行動の間に選好による順序をつけうると考えて来た。しかし，これは状態と  

してほ，すぺて：の起りうる場合全体，すなわち，∫全体について考えで比較ができるとし  

て几、るのであって，一部すなわち，∫の部分集合β，別の言葉をもちいれば，事象βが起  

るときのみの比較については考．え．ていないのである。ここではじめて：，事象及斡起ったと  

きという制限のついた場合の行動の比較が問題となるのである。こ．の制限つきの比較を，  

制限なしの∫全体での比較紅よって定義しなければならないわけである。βが起ったとき  

という制限つきの比較紅おいては，βが起らない場合は問題に・なっていない。したがっ  

て，β以外の状態に・ついてのfとgの値に依存することなく比較がされなければなら琴  

い。そこで，β以外の状態について，すなわち，すべてのぶ∈～βについては，ノ■（1ざ）＝  

g（5）として考えてよいであろう。したがって，β以外の状態については，fとgとが－ 

致するよう紅修正したとき，なおぶ全体紅ついてなされる行動の比較に．おいて，f≦gと  

されるときに，βの起ることが知られたとき，gがfより選好されるというと定義する。  

このことを形式的に．は，  

f≦二g givenβ   

とあらわすことに．する。   
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βがあたえられたときのf■≦g を定義するにあたって，～βにおいては，fとgが⊥ 

致するように修正するわけであるが，β以外の状態についてのfとgの値に．は関係ないの  

であるから，この修正の仕方紅選好順序が依存するものではないということを認めて串か  

なければならない。すなわち，2つの行動fとgについて述べれば，～βではfとgは－ 

致し，かつ全体として－f≦gであるならば，～β紅おいてfとgを修正して，fノ，g′をつ  

くったとき，fノ，g′がどのように修正されたものであっても，βに．おいてはそれぞれfと  

gとに．－・致し，～βにおいてほf′ とg′が一・致するかぎり，全体としてほ董′≦g′がなり  

たつということになる。   

状態5の全体ぶを方軸上の区間〔0，1〕，結果ノの全体ダを．γ軸上の区間〔0，1〕に 

とる。行動fは，状態5・∈ぶを結果ノ∈ダ紅対応させる関数であるから，図1のような  

g（8J＝gてsl）  

／′（5∂＝g′（s∂  

／（8カ＝メ′（8J  

／（5∂＝g（51）  

月  ～B  

ぶ  

図 1   

グラフに．よって表現される。ここで，fとg，董ノ とg′ほ～βにおいて一・致しており，β  

においては，f とfノ，gとg′が一・致している。これ昧，f とgを～βに．おいて一・致  

するよう紅2通りに．修正したものである。このf，g，f′，g′について，上に述べたこと  

を公理P2とする。すなわち，   

P2 もし，f，gおよびf′，g′について，   

1～βにおいては，fほgに一・致し，f′はg′に－・致する。  

2βに．おいてほ，fは董′に．－・致し，gはg′に一激する。  

3、f≦g   
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の3条件がなりたつならば，  

f′≦g／   

がなりたつ。   

P2は，～βにおける値正は全体としでの選好関係に影響をあたえないことを述べてい  

る。このことから，f≦二g givenβを，S∈・・ノβについて／て5）＝g（・S）であるように  

したときf≦gがなりたつことであると定義できることになる。このように．して，：∈  

givenβが定義できたのであろから，任意のf，gについて，～βの部分を一・致させたも  

のをf′，g′ とすれば，P2から，ま′≦g′ またはg′≦f′がなりたつ。すなわち，f≦三g  

gi寸enBまたはg≦．f givehβがなりたつことがわかる。また，f：≦．g givenB，g≦h  

givenβがなりたつとき，fノをざ∈β紅対してはノ′（S）認ノ（．5），5∈～βに対しては  

／′（5）＝g（5）とし，h′をざ∈βに対してはゐ′（ぶ）＝ゐ（ぶ），・ざ∈′－β紅対してはゐ′（5）  

＝g（ざ）とする。f≦g givenβからf′≦g，g≦．b givenβからg≦カ′。したがって，  

fノ≦h′をうる。fノ，h′のつくり方から，これはf≦ねgivenβを意味する。このようにし  

て，≦givenβは線形順序であることがわかる。：三givenβは～β陀おける部分を修  

正して，≦．の関係を考えるのであるから，≦について：と同様な議論ができ，関係≧given  

B，：＞givenB，＜givenB，主givenBが定義でき，S：，に．v3いてと同様な命題がなり  

たつ。しかしながら定義からもわかるよう紅，董≦gであるからといって，f≦g givenβ  

とほならない。たとえば図2の例では，βにおいてはfはgより大きい。一方～β紅おい  

β  －β  

、 Y    ノ  

ざ  

図  2   
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てはgの方がfよりずっと大きい。この場合全体としてはf≦gとなりうるのである。同  

様濫，fi＝gであるからといってf＝主g givenB K，はならない。しかしながら，1つの行  

動f紅ついては，f三fと同時に，f＝主fgivenBがなりたつ。主givenBの場合は，もっ  

と条件をゆるめて，5∈βについで，ノ（ぶ）＝g（ざ）がなりたつならば，f主g givenβが  

なりたつことがわかる。何となれば，  

カ。0（－S）＝ノ（5）ざ∈β，ゐ80（ぶ）＝．／■（5）・S∈｛ノβ  

ゐ01（ざ）＝ノ■（5） ざ∈β，カ01（ざ）＝g（ざ）．s∈～β  

カ10（．ざ）＝g（5） ぶ∈β，ゐ10（5）＝ノて5）ざ∈～β  

ゐ11（5）＝g（S） ∫∈β，カ11（5）＝g（5） ぶ∈～β  

とすれば，boo，hlOほ条件紅よって，とも紅fと一致す■るから，boo≦hlOがなりたつ。した  

がって，P2に．よって．b01≦bllがなりたつ。すなわら，董≦g givenβがなりたつ。ま  

た同様に，して，g≦fgiven Bがなりたつ。したがって，f主g given Bをうる。   

時間的な関連のある決定問題，すなわら，事象βが起るかどうかを観察したのちにfと  

gいずれをとるかを決定する，あるいは．，事象βが現に．起ったことを知ったときfとgい  

ずれをとるかを決定する問題を，時間関係ぬき甲．問題として：とりあつかうのが，≦given  

βの考えである。   

ここで，上紅述べた関係≦givenBをもちいて＄ure・thingprincipleを整理してお  

く。2つの行動f，gから，つぎのような4つの行動boo，hol，hlO，hllをつくる。  

booはβにおいてfに，～β払おいてfに．一致する。  

holはβにおいて二f紅，～βにおいてgに．－＼致す■る。  

blOはβ紅おいてgに，～βに．おいて：fに一致する。  

bllはβ紅おいてg紅，～βにおいてg軋｛致する。   

いま，  

f≦：g givenβ  

がなりたつならば，  

boo≦hlO， bol≦力11   

がなりたつ。また，  

f≦ggiven～B  

がなりたつならば，  

boo≦bol， blO≦hll   
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がなりたつ。したがって1  

f≦ggivenB， f≦，g glVen～B  

がともに．なりたつならば，  

boo≦bl。≦bll  

boo≦hol≦bll   

がなりたつ。したがって，  

boo≦hll   

すなわち，  

f≦．g  

がなりたつ。このようにして，S11re・thing principleがなりたつことがわかる。   

なお，たとえ．ば実際に起りうるBに対して：f＜ggivenB，f≦，g given～Bであれば，  

b。。くh．。，b。1くbll，b。。≦．b。l，hl。≦hllがなりたつことから，b00くhllすなわち，fくgを  

うる。   

2つの行動f，gをどのように．とっても，かならず「i≦g givenβ」がなりたつとす  

れば，βの要素である状態について：の行動の結果は，決定のために役紅はたたない。この  

ようなβは事実上ほ起らないのと同様である。したがって，このようなβを零事象である  

とよぶ。零事象について－，つぎのような定理がなりたつ。  

定理4   

1い 空事象0は，零事象である。  

2．βが零事象である必要かつ十分な条件ほ，すべて．のfとg紅ついて，f＝主ggiven  

βがなりたつことである。  

3い βが零事象であって，β⊃Cならば，Cは零事象である。  

4い ～βが零事象であるならば，f≦g givenβとf≦gほ同等である。  

5f≦．g given5とf≦gは同等である。  

6．5が零事象鬼らば，すべてのf，gについて二，f主gがなりたつ。   

〔証明〕   

1命題「ざ∈0ならば，．／（・S）≦g（一5）」は，前提ぶ∈0が偽であるから，結論の如  

何紅かかわらず其である。すなわち，上の命題は，行動f，gをどのよう紅とっても成  

立する。このように．して，0は軍事象であることがわかる。  

2い βが零事象であるならば，任意のf，g紅対して，   
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f≦：g givenβ 

である。このととは，f，gをどのよう紅とって：もなりたつから  

g≦f givenβ  

したがっで，  

f主g givenβ   

をうる。   

つぎに．，任意のf，g紅対して．，  

f主g givenβ  

がなりたつならば，董主g givenβの定義から  

f≦ggivenBかつg≦f givenB  

がなりたつ。したがって．，任意のf，gに対して 

f≦g givenβ  

がなりたつことから，βは零事象であることがわかる。  

3．任意の2つの行動f，gを考える。いま，f′として，Cに．おいて：はfに．－・致し，  

～Cに．おいて．はgに．一食するものをつくる。βほ零事象であるから，  

fソ≦g givenβ  

がなりたつ。いま，C⊂βであるから，～β⊂～Cがなりたつ。したがって，～βにお  

いて，f′ほgと－・致している。したがって：，f′≦g givenBから，  

f′≦g  

がなりたつ。f′のつくり方から，これは，  

f≦g givenC  

を意味する。このよう忙しで，任意のf，g軋対して，  

f≦g givenC  

がなりたつ。このよう托してCは零事象であることがわかる。  

4．いま，  

f≦g givenβ  

がなりたつとする。～βほ零事象であるから，このfとgの間に 

f≦：g given～β  

がなりたつ。したがって，Sure－thing pritlCipleから  

f≦g   
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をうる。   

逆を証明するために，その対偶を証明する。すなわち，  

f＞g givenβ  

とする。～βほ零事象であるから，  

f≧g given～β  

がなりたつ。したがって，Sure－thing principleから，  

f＞g  

がなりたつ。このことから，f≦gならば，f≦ggivenβがなりたつことがわかる。  

5．．4における～βを空事象ま0，βをぶとすれば，5がなりたつことがわかる。  

6．ぶが零事象であるから，すべてのf，gに．対して：，  

f≦g givenぶ  

g≦f given∫  

がなりたつ。したがって：，5をもらいて，それぞれ，  

董≦g  

g≦f  

をうる。したがって，  

f墓g  

をうる。   

ある事象が零事象であるとほ，事実上不可能な事象であるとも考え．られるが，ぶが零事  

象であるという琴合に・は，ぶ全体が事実上起らないと考えることは無理である。この場  

合，事実上起らないと考えるのではなくで，事象として，何が起っても，それによって行  

動の選好が影響されないと考えるのが適当である。今後このようなつまらない場合は考察  

の対象としない。   

有限個の事象β乞の集合が，  

哉∩βグ＝0（∠≒7）かつ，り夙＝β  
l  

を満足するとき，βの分割とよぶ。このとき，つぎの定理がなりたつ。   

定理5 βそをβの分割とする。すぺて：の言についてニ，  

f≦g given訊  

がなりたつならば，  

f≦；g givenβ  

がなりたつ。さら紅，少なくとも1つの．グについて，   
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f＜g givenβブ  

がなりたつならば，  

fくg givenβ  

がなりたつ。  

〔証明．）分割の数を〝とする。   

n＝2の場合は前に．述べたSure・thingprincipleであり，すでになりたつことを示し  

た。   

つぎに，〝－・1まで紅ついてなりたつとする。   

和一1  

∪β名＝β／  

ゼEl   

とかくならば，β吉（よ■＝1，2，…，好一1）はβ′の分割であり，  

f≦g givenβ乞（∠－＝1，2，…‥・，乃－・1）  

であるから，  

f≦g givenβ′  

がなりたつ。－・方，β′∪βか＝β，β′∩β刀＝0であるから，β′，β乃はβの分割であり，  

f≦g given B′，f≦ggiven Bn  

であるから，  

f≦．g givenβ  

をうる。したがって，任意の有限個の分割に／ついて，  

f≦ggivenβ乞（よ■＝1，2，－l，乃）  

ならば，  

f≦g givenβ   

をうる。   

定理の後半紅ついては，1≦．ブ≦〝一1の場合紅は，fくg givenβ′がなりたち，．タ＝乃の  

場合に．は，fくg givenβ乃 となるから，結局前と同様匿」〝＝2の場合に．帰着でき，f＜g  

givenβをうる。   

系2 零事象の有限個の和集合は窄事象である。  

〔証明〕一軌（査＝1，2，……，〝）を零事象とする。  

β＝∪βま  
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Cl＝β1  

C2＝β2－β1＝哉∩軍  

C8＝哉∩β冨∩β‡  

467  

C花＝β乃∩β昆－1∩…r・・∩β…  

とすれば，  
7も  

B＝ClUC2∪……UCn＝UCi  
£dl  

となり，かつ  

C£nCタ＝0（オ≒グ）  

である。すなわち，Ci（∠＝1，2，・・…，〝）はβの分割である。かつ，C患⊂β宜である。動が  

零事象であるから，定理4の3よりC£は零事象である。したがって，任意のf，gに対  

して，  

f≦g given C£  

となる。したがって，定理2より  

f≦g givenβ  

をうる。f，gは任意の行動であるから，βは．零事象であることがわかる。   

定理5に．おいて：，β＝∫である場合ほ定理4の5匠よっで，また，～βが零事象である  

場合は，定理4の4によって，結論ほf≦g givenβでほなくで，f≦gとなる。また，  

f主ggivenβ乞（磨＝1，2，……い，〝）であるとき，f主ggivenβとなることは容易にわか  

る。   

われわれは，行動の間の頒序づけができるということを認めることから出発して，事象  

β．が起ったという条件のもとでの順序を考えるというととを述ぺて来た。つぎに・，行動の  

幌序に．よって，結果の間に．順序を導入する。そのため紅，COnStantな行勒，すなわち，世  

界のすぺての状態に対して，同じ結果をむすびつける行動を考える。このような行動は，  

状態匿蘭関係紅結果が定まるものといってもよいであろう。すなわら，eOnSt孤tな行動f  

をすべての∫に対して  

／■（∫）＝g   

あるいほ，  

f…g  

と定義する。   
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董…g，fソ…g′の2つのCOnStantな行動に対して，行動としての順序がつけられるはず  

であるから，これを  

f二∴f′  

とすれば，結果g，g′の間に，  

g≦g′  

という選好順序があると定義する。   

8≡g とfとについて，  

f≦．g givenB，g≦．fgivenB  

であれば，それぞれ  

f≦g gi寸enβ，g≦fgivenβ  

とかく。その他容易にわかる関係紅ついては，あらためて定義ほしないでもらいる。   

行動fは，状態を定義域とし，結果を値域とする関数であるが，これをあらわすものと  

して．／■（・S）という記号はもちいない。／（g）は状態sに対する行動fの結果であり，  

／（・5）≦二g（S）ほこの結果に対する順序を意味するものとする。f≦gは行動紅対する順  

序であって－，この両者を区別してもちいる。  

董…g，fソ…g′，g≦g′であるとき，あるβに対して二f＞・f′givenβとなることがあると  

考えてよいかどうか。このことは，行動，結果の解釈に依存するものと考えられる。   

たとえば，友達とピクニック紀行く前紅，水着か，デニスのラケットかのいずれかを買  

うものとサーる。もし，水着やラケットを手狂人れることを結果と考えるならば，ピクニッ  

クにどこへ行くかという状態紅関係なく，たとえば水着を買うという龍果をとらなけれほ  

ならない。すなわち，これはCOnStantな行動であり，水着を買うという結果fとラケッ  

トを買うという結果gを比較して■，ノ＞gと考えて水着を買うわけである。ここでもし，  

ピクニックに行くところが海岸でないと知ったときに．ほ，この選好順序は逆紅なるであろ  

う。すなわち，ノ＞gであっても，事象βに．よってほf＜こg givenβとなりうると考えら  

れる。しかしながら，この水着，あるいほラケットをもつことを結果と考えるのはあやま  

りであって－，あくまでもこれは行動であると考えるぺきである。この例の場合の結果と  

は，友達と泳いで楽しむとか，友達が泳いでいる間，砂浜でラケットをいじくりながら坐  

っているとかというようなものである。このように考えるならば，f≦gであって，、かつ  

f＞g givenβということほありえない。このような考えを公理としてあげる。   
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P3 f…g，f′〒g′かつβが零事象でないとする。f≦f′裏Venβがなりたつのは，  

g≦g′のときであって．■，またそのときにかぎる。   

COnStantでない行動の場合に．は，全体での選好関係f≦f′がなりたつからといって，  

全ての部分集合βに．ついて，f≦．壬ノgivenβがなりたつとほかぎらない。しかしながら，  

constantな行動の場合に．は，全体での選好関係と，部分集合の上での選好関係が一激ナ  

ることをこの公理は認めているわけである。   

定理6 β慮（∠＝1，2，…い…，〝）は．βの分割であるとする。ざ∈β£（査＝1，2，・・‥，〝）に・対  

し－てノ（5）＝／壱，g（5）＝g£，かつノ壱≦g£（∠＝1，2，…・，朋）とするならば，f≦ggiven  

βがなりたつ。さら紅．，あるグに対して，βグほ零事象でなく，ノタくgグがなりたつなら  

ば，f・く宮giveIlβがなりたつ。  

〔証明〕ノ壱≦g宜がなりたつことから，2つのCOnStantな行勤行≡／壱，g宜≡g宜の間に 

ほ，  

f電≦g£およびf乞≦g乞givenβi  

がなりたつ。ここで，．S∈β乞についてfはf£に，gは酌に一激する。したがって，前  

に述べたことから，f主f£givenβ，g主凱givenβであるから，  

f≦．g given動  

がなりたつ。このことはすべて－のβ宜（g＝1，2，・，〝）紅ついてなりたつから，定理5紅  

よって，  

f≦g giveTlβ  

をうる。また，同様紅定理5に．よって，あるβ7紅ついて－，  

f＜g giveI】βブ  

がなりたてば，  

fくg givenβ   

をうる。   
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