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個  人  確  率 （2）  

木 村  等・広 瀬 文 子  

3．1日 質的個人確率の導入   

前にも述べたように個人確率とは，命題についてのある樺の主観的な評価である。この  

主観的な評価は，たとえば，「1996年に社会党内閣が成立することは，1994年の5月に東嘉  

で雪が降ることよりも，より確からしい」というように，より確からしいという関係とし  

てとらえることができる。このような考え方を質的磁率という。一カ，「現在得られている  

知識をもとにすれば，火星に生物がいるということは90％確かである」というように鼻的  

な表現もまた可能である。このような考え方を量的確率という。ここでは，前章に．おいて  

展開した不確実性のもとにおける決定の理論を基礎として質的確率を諭し，そののち鼠的  

確率を導入する。   

2つの事象A，βについて，ある人がどららが起りやすいと思っているかを知るために  

は，直接その人に，Aはβより破からしいと思うかと聞いてみるのも1つの方法であろう。  

しかしながら，より確からしいという言葉ほ，各人紅よっていろいろに解釈される可儲性  

があり，分析紅たえるかどうかは疑問である。また，そのような藩接的な質問の谷が不確  

実性のもとに∴ねける人間の行動とどのようにかかわってくるかが問題である。したがっ  

て，実際的な行動によって，すなわち，何かより科学的な実験によってとらえることが考  

えられる。1例をあげればつぎのようなものが考えられるであろう。いま，茶色と白色の  

2つの卵を持っている人がいるとする。彼が白色の卵がくさっているということが茶色の  

卵がくさっているということより，より確からしいと思っているかどうかを知りたいとす  

る○この場合，2つの卵のうち，どちらがくさっているかについて，彼があてれば1ドル  

払い，あてなければ勝負なしとし，いずれの場合も保証つきの卵を1個返すという条件  

の賭をもちかける。もしそのとき，彼が白色の方紅かけたとすれば，これは彼が白色の卵  

がくさっていることの方が茶色の卵がくさっていることよりも，より確からしいと考えて  

いることを示すものであろう。   

上述のような勝という行動による実験と，・どちらがより確からしいと思うかと聞く直接   
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的な質問法との闇匹中間的な方法がある。それは，直接的な質問法が，ある事象が起るこ  

とが他の事象と比べて，より確からしいと思うかと質問するのに対して，このよ．うな場合  

にどうしようと思うかと質問する。すなわち，実際の賭をするのではなく，このような場  

合に，どちらに賭けようと思うかと質問するのである。とのような方法は・，実際に膳を  

することに比べれば，正確さは計るかもしれないが実験紅費用がかからないという長所を  

もっている。また，我々の理論がどのような決定をすべきであるかという方式を与える規  

範的なものであると考えるならば，この方法は，各人の決定の基準について質問している  

こと紅なるから，我々の理論には最も適合したものであろう。   

－・方，行動による実験によって個人確率を決定しようとするこころみほ，いろいろな人  

紅よってなされているが，ここではとのような個人確率の測定問題には立ち入らないこと  

紅する。   

3．2．質的個人確率   

前節で述べた卵の賭の例について，もし賞金が1ドルでなくて1セントであったとすれ  

ば，人はいいかげん紅考えて茶色の方に儲けたかもしれない。実際の問題において，賞金  

の高によって人は慎重になったり，いいかげん把・なったりするであろう。しかしながら，  

理論的なとりあつかいにおいてこのような変動をゆるすことほ，いたずらに理論を複雑に 

するばかりであるから，我々ほ，人間の決定ほ賞金の高によって影響されないものとす  

る。事象の選好関係を論ずるために，つぎのような行動fAを考える。   

く定義＞ 行動fAをつぎのように定義する。すなわち，  

ノA（ぶ）＝．／   ぶ∈A  

／A（∫）＝．／／  5∈～A   

たとえば，サイコロの賭において，奇数に．賭けたとき，実際に奇数が起れば貿金が得られ  

る。いま行動．／ムをとったとき，Aが起ったならばノ■を得る。これほ，ノ′く／のとき．／’とノ′の  

差を賞金として獲得したと考えることができよう。とのよう紅して，ノンくノ’のときfAはAに 

賭けるという行動であると考えることができる。2つの事象のどちら紅願けるかというこ  

とは，賞金の高には依存しないということをつぎの公理P4によって規定する。すなわち，   

P4 結果ノ，メソ，g，g′；事象A，β；行動fA，fJ？，gA，餌がつぎの条件を満足するとき，  

すなわち，   

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ



個 人 確、率（2）  

g′＜g  

gA（，ざ）＝g lざFA  

gA（5）＝g′  5∈～A  

gガ（√S）＝g  5∈β  

gガ（ぎ）＝g′ ・ざF～β  

1－99t－・  389  

1．／′く／，  

2α． ノム（．s）＝差  

／■ノl（－S）＝ノン，  

2∂．／ム（・S）＝ノ■，  

／ム（5）＝．／ソ，  

3． fA≦f乃  

を満足するならば，  

gA≦：g方   

がなりたつ。   

人間がAに賭けるよりもβに賭けたということは，Aよりβの起ることの方が，より確か  

らしいと考えたからであるというよう紅考えるならば，これは行動の間の関係であると同  

時に事象A，βの間の関係であると考えてよいであろう。そこで，事象A，βの間のより確  

からしいという関係A≦βをつぎのように定義する。すなわら，   

く定義＞ fA，fガはつぎのような行動である。  

／A（．s）＝ノ■ ざ∈A， ．／A（ざ）＝ノ′ rs∈～A  

／云（，S）＝ノ■ ・Sfβ， ノ長（・5）＝．／′ 5∈～β  

いま，ノン＜．／’かつfA≦f．抒がなりたつとき，A≦βと定義し，βはAより，より確からしい  

という。   

事象は，状態の集合であるから集合としての包含関係⊂について半順序がついている。  

この順序と矛盾しないような，より確からしいという順序を事象の間紅導入するのであ  

る。例えば，〈1，2，3）という3つの状態をもつ世界を考えてみる。この世界のハツセ  

・ダイヤグラムを考えると第1図のように．なる。この申で  

順序のついていないもの，例えば，（3）と（1，2）の間に．も，  

（3）≦（1，2）  

という順序を導入して，  

0く（1）土（2）三（3）く（1，2）主（2，3）立（3，1）  

く（1，2，3）  

というようにするのである。   

A≦βがなりたち，β≦Aがなりたたないとき，Aくβ，  

（1，2）  

費1図  
A≦βかつβ≦’AのときA±βと定義する。すぺての結果の間町大小関係がつけられない   
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ような場合は考える必要がないから，つぎの公理P5をみとめておく。   

P5 少なくとも1組の結果／，／′が存在しで／ソく／を満足する。   

定理1事象の間の関係≦ほ，つぎの3つの条件，すなわち，   

1．．≦は事象の間の線形順序である。  

2。．βrl上）＝Cnか＝0ならば，β≦′Cとβ∪か≦C（」ヱ）は同等である。  

3．、0≦β，0くぶ  

な満足する。   

このような関係≦を質的確率という。したがって，定理1ほ事象の間の，より確からし  

いという関係≦ほ質的確率であるといえる。   

（証明〕  

1．．公理P5紅おいてみとめたように，．／′＜ノを満足するノ∴／’′が存在する。このノ，ノ′  

を用いて，任意の2つの事象A，βについて定義される行動fA，fガが考えられる。公理  
（1）  

Plから，fAとfガの間にほfd≦fガまたはgガ≦fdの順序がつけられる。fd≦f刃ならば定義  

からA≦βがなりたち，f月≦．蜜．Aならば同様紅β≦Aがなりたつ。すなわち，任意の2つの  

事象の問には，A≦βまたはβ≦．Aいずれかの関係がなりたつ。このよう私事象の間の関係  

A≦βは行動の間の関係至A≦fβにおきなおすことができることから，推移律の成立するこ  

とも容易に証明することができる。   

すでに述べたようにA≦βかつβ≦AがなりたつときA主βとかき，Aとβは同等であると  

いう。事象の間の同等±もまた行勤の間の同等去と同様に同値関係であることが容易にわ  

かる。A＝βは，Aとβが同じ事象すなわち，同じ状態の集合であることを意味する。した  

がって，A＝βならばA主朗ミなりたつ。しかしながら，A三βであってもA＝βとはかぎら  

ない。A芯βマなぐても同じ程度確からしい集合が存在することは明らかであろう0すなわ  

ち，事象の間の関係≦は，公理Plの意味での線形順序である。   

2い いま，β≦Cがなりたつとする。したがってβ，Cについて定義される行動fガ，王■0紅  

おいて，  

fJヲ≦fロ  

がなりたつ。  

（βUC）∩か＝（β∩ヱ））∪（Cnか）＝0UO＝0  

がなりたつことから，  

（1）木村 等・広瀬文子「個人確率」『香川大学経済論温』第44巻算4・・5・6号，1972，   

129ぺ一汐。   
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か⊂～（βUC）  

をうる。fβ，fc・は寛2図に示すようなものであり，fガ，fc・ともに．～（βuC）においては  

／′をとる。いま，f′β，f′cをつぎのように構成する。すなわち，f′月はβUCに．おいては．f方に  

一・致し，（一（βlJC）のうち，か払おいてほ鷹巣一／なとり，他の状態においてほノンなとる。  

f′cほβUCにおいては蜜cに冊・致し，～（動」C）のうち，かにおいては／をとり，他の状態に  

おいてほノ′をとるとする（発3図）。すなわち，   

1．′｝（βUC）においては，蜜月ほfcに一・致し，f′βほi′cに・－激する。   

2い βUCにおいては，董βはf′月に－・致し，fdは．f′c正一激する。  

√
′
 
 
 
 
／
 
 

′
 
 
 
／
 
 

S  

寛2区1  

3．fガ≦fc  
（2）  

がなりたつことから，公理P2紅よって  

f′ガ≦i′c  

をうる。すなわち，iソβ，i′cのつくり方から，  

β∪ヱ）≦Cuエ〉  

をうる。   

逆に，β∪β≦Cuかがなりたつとすると，β∪β，Cuヱ）について定義される行動至刀∪ヱ），  

fcリノ）の間に，f方∪刀≦fcu刀がなりたつことがわかる。この場合，前と同じように，f′β∪ノ）  

をβuCにおいてはf乃∪刀に一・致し，～（βしIC）においては常紅ノ′をとるような行動とし，  

fソcuかをβUCにおいてはi■cuか紅－・致し，～（おUC）においては常に．／′をとるような行動と  

する。このとき，  

（2）Ibid．，134ぺ－・ジ。   
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1．～（βUC）紅おいては，fガU′）はfグ∪かと－・致し，f′ガU．かは蜜′cuヱ）に・一散する。  

2。βUCにおいては，fガ∪かほ．f′ガ∪一Dに一・致し，fcuりはf′cuヱ〉に．・－・致する。  

3．fぷ∪ヱ）≦恥∪♪   

がなりたつことから，公理P2によって，  

f′刃∪∂≦f′cuか  

がなりたつ。fノβ∪ヱ〉，f′cu－Dはそれぞれβ，Cに．おいてはメ■を，～β，～Cにおいては．／′をと  

るような行動すなわち，fβ，fcであるから，  

β≦C   

がなりたつことがわかる。   

3．0について定義される行動foを考えれば，結局この行動は，∫のすべ／ての状態紅対  

しで／ソをとるような行動である。いま，βと～βは∫の分割であり，  

βにおいて，  董■ガ＝／■，  fo＝ノ′  ノ′≦．／ 

～β紅おいて， fガ＝メソ，  fo＝ノ′ ノ′≦J 

がなりたつことから，βが零事象でない場合は，  

fo≦fβ  giveI】β  

fo≦f．梓  如Ven～β  
（き）  

をうる。このことから，Sure・thirlg principleあるいは前章の定理5に．よって，  

fo≦fガ   

すなわち，  

0≦β   

をうる。   

いま，βが零事象であるとすれば，零事象の定義から，不等号はどのような向きにとっ  

てもよいから，  

fo≦f．貯  givenβ  

がなりたつとしてよい。一方，f月ほ～β紅おいではi’0と同じ／ソをとることから，  

fo≦fβ  giveI】～β  

がなりたつ。したがって前と同様にSure－thing principleあるいは前章の定理5に．よっ  

て，  

（3）Ibid．，139ぺ－ジ。   
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fo≦f月  

をうる。すなわち，  

0≦β  

をうる。以上のよう紅，いずれの場合紅も，0≦βがなりたつことがわかる。   

つぎ紅，ぶについて定義される行動fβは，すべての状態5について：，f5＝ノ■なる行動で  

ある。したがって，明らか紅，  

fo＜fβ   

すなわち，  

0＜：ぶ   

がなりたつ。   

以上に．よって，定理1が証明された。   

いま，βが零事象であるとすれば，βと0について定義される行動f．β，わ紅．おいて，定理  

1の3で示したように，  

fo≦fガ  

がなりたつ。、－・方，朗ミ零事象であることから，不等号の向きはどのようにつけてもよい  

ことから，  

fj！≦fo givenβ  

としてよい。f皮，foは～β把．おいていずれも．／■′をとることから，  

f乃≦fo given～β  

がなりたつ。したがって，Sure－thing principleあるいは定理5によって，  

f．貯≦f（フ   

がなりたつ。したがって  

fβ主fo   

すなわち，  

β±0   

をうる。   

朗ミ零事象でないならば，  

foくfガ  given β  

fo≦fJ7  given～β   

から，   
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質0＜f方   

をうる。すなわち，  

0くβ  

をうる。すなわち，この命題の対偶をとれば，「02βならば，βは零事象である」となる。  

よって，0主βならば，0≧βがなりたつから，月は零事象となる。すなわち，戯言零事象  

であるための必要かつ十分条件ほ．，β主0がなりたつことである。   

我々は，まず行動の間に選好順序がつけられるということから出発して，結果がCOⅥ－  
（4）  

stantな行動の問の順序から，結果についての順序を導入した。さらに，それを用いて上  

述のfA，fβという行動を定義し，その問の順序によって事象の問の順序を定義したわけで  

ある。fノ1，ぎガほ，それぞれA，βが起った場合，償金を得るということであるから，fA≦fβ  

とは，βの方紅塵けた方が良いという判断である。いいかえれば，同じ賞金を得るために  

は，Aよりβに賭けた方が望しい。すなわち，人ほ4よりβの方にc王1aT三Ceが多いだろうと  

考えていることになろう。このことからA≦βをβほAより，より確からしいという関係と  

考えるのである。このより確からしいという関係をもって，質的確率とよんでいる。  
（さ〉   

定理1の3つの命題が通常の確率論の3つの公理に相当するもので，この3つの命題を  

公理として質的確率を論ずることもできる。しかし，Savageほ質的確率そのものを展開  

して統計に利凪することば．していない。統計的推論に利用するため紅は，条件つき癒率を  

とりあつかわなければならない。条件つき確率をとりあつかうためにほ，条件である事象  

すなわち，状態の集合Aと，その部分集合βに対して，Aが成立するときβが成立するという  

関連β／Aを考え，このような関連β／A，∂／Cについて：，より確からしいという関係を考え  

なければならない。そのためには，3つの命題だけでは不十分であろう。行動の面から考．え 

るとすれは，前章において∴王≦g givenβという関係ほすでに．考えたが，さらに，fgiven  

βとg given Cとの関係を考．え．なければならない。これほ，相当複雑な問題である。   

これに反して，臨的確率でほ条件つき確率も〔0，1トの数であるので，とりあつかし）  

は，ほるかに．簡単である。このことのために・も，質的確率に対応する鼠的確率を導入する  

のであるが，その前に質的確率について，いくつかの定．埋をあげておく。  

定理2 βこCならば，0≦阜≦C≦∫  

ほf明〕0≦βは定理1の3である。  

（4）Ibidり，142ぺ一一汐。  

（5）Ibid．，124ぺ一首。   
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いま，β＝C「1～βとする。  

βしjβ＝（Cn～β）∪β  

＝（Cuβ）∩（～β∪β）  

＝（βし」C）「「∫  

＝βUC  

＝C  （仮定による）  

0∪β＝β  

0二＿．β  

がなりたつことから，定理1の2のβ，C，∂をそれぞれ0，β，βとすれほ，  

0∪阜≦β∪β   

がなりたつ。すなわち，  

β≦：C   

をうる。   

C⊂∫がなりたつことと，上に証明されたことから，  

C≦ぶ   

をうる。よって，  

0≦β≦C≦β   

をうる。   

定理3 β∩ヱ）＝C口上）＝0のとき，βくCならばβ∪ヱ）くCuβがなりたつ。また逆もな  

りたつ。  

〔証明〕定理1の2から，  

C≦βがなりたたなければ，CU上）≦β∪ヱ）はなりたたない   

したがって，  

βくCならば，β∪か＜CUヱ）  

をうる。逆も同様にして得られる。   

定理4 0＜’CかつβnC＝0ならば，βくβUC   

〔証明〕0，C，βを定理3におけるβ，C，かとすれば，  

0＜C   

から  

0∪βくCuβ   
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をうる。すなわち，  

βくβuC   

がなりたつ。  

系 0≦CかつβnC＝0ならば，β≦βuC   

〔証明〕定理1の2の証明において，β，C，かのかわりにそれぞれ，0，C，βを用い  

れほよい。   

定理5 β≦．Cならば，～C≦～βがなりたつ。また逆もなりたつ。  

し証明〕  （Bn～C）U（BnC）＝Bn（～CuC）  

＝β∩5一  

こ＝β  

（～βnC）∪（βnC）＝（～β∪β）nC  

＝∫nC  

＝C   

仮定より，β≦Cすなわち，  

（都1～C）∪（βnC）≦（～βnC）し」（βnC）  

がなりたつ。一方，  

（β∩～C）∩（βnC）＝β∩（～CnC）  

＝βnO  

＝0  

（～βnC）∩（βnC）＝（～β∩β）nC  

＝0nC  

＝0   

となるから，定理1の2紅よって，  

β∩～C≦～βnC   

をうる。  

（β∩～C）∩（～β∩～C）＝（β∩～β）∩－C  

＝0∩～C  

＝0  

（～βnC）∩（～β∩～C）＝～β∩（Cn～C）  

＝～βnO   
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＝0   

がなりたつことから，定理1の2によって，  

（β∩′－C）∪（～β∩～C）≦（～βnC）∪（～β∩～C）   

がなりたつ。ところが，  

（β∩｛ノC）∪（～β∩～C）＝（β∪～β）∩′〉C  

＝ざ∩′－C  

＝～C  

（～β「1C）∪（～β∩～C）＝～β「1（CU～C）  

＝～β∩5－  

；＝～β  

であるから，  

～C≦～β   

をうる。   

C＝～（～C），β＝～（～β）であるから，逆のなりたつことは明らかである。   

系 βくCならば，～Cく～勧；なりたつ。また逆もなりたつ。   

〔証阻〕定理5の対偶命題をとると，  

～βく～C ならば β．＞C   

がなりたつ。ここで～βをβ，～CをCとおけは，  

βくC ならば ～β＞～C   

をうる。   

逆も同様に定理5の逆の対偶命題をとれば明らかである。   

定理6 β≦CかつC口上）＝0ならば，β∪か≦Cuヱ）   

し証明〕か1＝～β∩エ），か2＝β∩エ）とする○  

β∩ヱ）1＝β∩（～β∩エり＝（β∩～β）∩ヱ）  

＝0∩ヱ）＝O  

Cnヱ）1＝Cn（～β∩ヱ））＝～β∩（Cnか）  

＝【－βnO＝0   

したがって，  

β≦C  
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がなりたつならば，定理1の2より  

β∪か1≦Cuヱ）1   

をうる。つぎに．，  

∂2∩（Cuか1）＝（か2「】C）∪（β2∩か1）  

＝（β∩ヱ）nC）∪（（β∩か）∩（～β∩ヱ）））  

＝（βnO）しユ（（β「1～β）∩か）  

＝0UO  

＝0  

0≦か2  

がなりたつことから，定理4の系によって，  

Cし．1か1≦（Cuか1）∪ヱ）2  

なうる。したがって，β∪か1≦Cuか1より  

β∪エ）1≦（Cuヱ）1）∪ヱ）2   

をうる。  

β∪上）1＝β∪（～β∩上））  

＝（β∪一－β）∩（β∪か）  

＝ぶ∩（β∪ヱ））  

＝β∪上）  

（CUβ1）∪β2＝Cu（か1∪上）2）  

＝Cu（（～β∩ヱ））∪（β∩か））  

＝Cu（（～β∪β）「1ヱ））  

＝CU（ぶ∩β）  

＝Cuヱ）   

であるから，  

β∪ヱ）≦CUヱ）   

をうる。   

系 βくCかつCnヱ）＝0ならば，β∪∂＜Cuか   

〔証明二〕定理6と同様にか1，∂2をつくれば，  

β∩ヱ）1＝Cnヱ）1＝0  

をうる。したがって，定理3より，  
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β∪エ〉1くCUか1   

がなりたつ。一方，  

β∪エ〉1＝β∪（～β∩ヱ））  

＝（β∪～β）∩（βし」か）  

＝ぶ∩（β∪エ））  

＝β∪エ）  

（Cし！か1）∩上）2＝0  

0≦か2  

がなりたつととから，定理6において，β＝0，C＝β2，か＝Cしjか1とすれば，  

0∪（CUβ1）≦β2∪（CUか1）  

すなわち，Cu上）1∪か2＝Cuかであるから，  

CUか1≦Cしj∂  

がなりたつ。βし」上）1＝β∪か，β∪上）1＜CしJか1であるから，  

βし」か＜CUか1≦CUヱ）   

よって， 

βし」ヱ）＜Cu上）   

をうる。   

定理7 旦≦0ならば，βlJC主Cかつβ主0がなりたつ0   

〔証明〕0nC＝0，β≦0より，定理6によって，  

βUC≦0UC＝C  

をうる。－・方，C⊂βUCがなりたつことから，定理2より，  

C≦凱」C   

したがって，  

βUC主C   

をうる。また，定理1の3より，  

0≦β   

がなりたつ。－・方，条件より  

β≦0   

がなりたつから  

β主0  
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がなりたつ。   

定理8 ∫≦βならば，βnC主Cかつβ主∫がなりたつ。   

〔証明′〕∫≦βがなりたつならば，定理5より，  

～旦≦～∫＝0   

したがって，定理7より，  

′）β主0   

このこ．とは，いいかえると，  

～β≦0 かつ 0≦～β  

したがって，  

～β≦～ぶ かつ ～阜≦～β  

がなりたつことである。この関係に定理5をもちいて，  

∫≦β かつ β≦∫   

したがって，  

β去∫   

をうる。   

一方，～β≦0から，定理7に．よっで，  

～β∪～C主～C   

すなわち，  

～β∪～C≦～C かつ ～C≦～β∪～C  

すなわち，  

～（βnC）≦～C か、つ ～C≦～（βnC）  

がなりたつ。したがって定理5より，  

C≦βnC かつ βnC≦C  

をうる。よって，  

βnC主C   

がなりたつ。   

定理9 β∪ヱ）≦CUかからβ∩か＝0ならば，β≦C   

〔証明〕か1＝Cnヱ），か2＝～Cnかとする。  

Cuか2＝Cu（～Cnか）＝・（Cu～C）∩（Cし」か）  

＝∫∩（Cuヱ））＝Cuか  

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ



・－・JヱJ－   
個 人 確 率（2）  401  

Cnβ2＝Cn（～Cnか）＝（Cn｛′C）∩上）  

＝0「1上）＝0  

（β∪上）．）∩工）2＝（β∩か2）∪（か1∩ヱ）2）  

＝（β∩（～C口上）刀∪（（Cnか）∩（～C「1か））  

＝（（β∩ヱ））∩～C）∪（（C〔‾1～C）∩ヱ））  

＝（0「1～C）∪（0「1上））  

＝0し」0＝0  

（βし」上）1）∪か2＝βし」（か1∪上）2）  

＝β∪（（C「1か）し」（～Cnか））  

＝β∪（（CU～C）∩か）  

＝β∪（ぶ∩エ））  

＝βし」β  

条件よりβ∪ヱ）≦Cリガであるから，これをかきかえると  

（β∪エ）1）∪か2≦CUか2  

となる。したがって，定理1の2に・よって，  

β∪か1≦C   

をうる。   

－・方，β⊂β∪か1であるから，定理2によって，  

草≦β∪ヱ）1   

したがって，  

β≦C   

をうる。   

系1β∪か＜CUかかつβ∩か＝0ならば，β＜C   

〔証取〕定理9と同様にか1，∂2をつくる0  

β∪エ）＝（β∪か1）∪か2  

CUか＝Cuか2   

であるから，条件は，  

（β∪ヱ）1）∪上）2＜CUヱ）2  

となる。また，Cn上）2＝0，（β∪か1）∩か2＝0であるから，定理3によって，  

β∪か1＜C  
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がなりたつ。  

β≦β∪か1   

がなりたつから  

β≦β∪ヱ）r＜C   

したがって，  

β＜C   

をうる。  

系2 ′－ノCnβ≦．0ならば，β≦C   

〔．証明〕条件～C口早≦pと定理5より，  

CU～β≧∫＝Cしノ（■C  

Cn～C＝0   

であるから，定理9より，  

～β≧～C   

よって，  

β≦C   

をうる。   

定理10 β1≦Cl，β2≦C2かつClnC2＝0ならば，β1∪β2三三ClUC2   

〔証明r〕Q＝β2nCl，β′2＝β2∩～Cl，C′1＝Cln～β2とする。  

β′2nCl＝β2∩～ClnCl＝β2nO＝0  

β1≦Clがなりたつことから，定理6によって，  

β1∪β′2≦ClUβ′2   

また，  

C′1nC2＝Cln～β2nC2＝ClnC2∩～β2＝0  

β2≦C2がなりたつことから，同様に，  

β2UC′1≦C2UC′1   

をうる。  

ClUβ′2＝ClU（β2∩～Cl）  

＝（ClUβ2）∩（ClU～Cl）  

〒（ClUβ2）∩5’ 

＝β2UCl  
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β2∪？′1＝β2∪（Cl†1～β2）  

＝（β2UCl）∩（β2∪～β2）  

＝（β2し」Cl）∩5■  

＝β2UC】   

したがって，  

β1∪β′2≦．ClUβ′2＝β2UCl＝β2UC′1≦C2UC′1  

すなわち，  

β1∪β′2≦C2UC′1  

をうる。さらに，  

（C2UC′1）nQ＝（C2nQ）∪（C′1nQ）  

＝（C2「l鶴nCl）∪（（Cln～β2）∩（β2nCl））  

＝（β2nC．nC2）∪（Cln（～β2†1β2））  

＝0UO＝0   

がなりたつことから，  

β1∪β′2∪¢≦ノC2UC′1nQ  

をうる。－・方，  

β1∪β′2∪（フ＝β1∪（β2∩～Cl）∪（β2nCl）  

≧β1∪（β2∩（～C．uCl））  

＝β1∪（β2∩5つ  

＝β1∪β2  

C2UC′1UQ＝C2∪（Cln～β2）∪（β2nCl）  

＝C2∪（Cln（～β2∪β2））  

＝C2∪（Clnぶ）  

＝ClUC2   

がなりたつ。したがって；  

βlUβ2≦ClUC2   

をうる。   

系 β1＜Cl，β2＜C2かつC．nC2＝0ならば，β1∪β2＜ClUC2   

〔茸明■〕定理10の証明と同様におこなえばよい。ただし定理6紅よるところを定理6  

の系を用いる◇   
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定理11BlUB2≦．ClUC2かつBlnB2＝0ならば，Bl≦Clまたは，B2≦，C2がなりたつo   

〔証明〕Q＝B2nCl，B′2＝B2∩～Cl，C′1＝Cln～B2とする◇  

β2＝＝β′2UQ，Cl＝C′1しJQであるから，  

β1∪β2＝β1∪β′2UQ  

ClUC2＝C2UC′1UQ   

となり，仮定より，  

β1∪β′2∪（？≦C2UC′1∪¢  

となる。一・方，  

（β1∪β′2）nQ＝（β1nQ）∪（β′2「1（∋）  

＝（β1∩β2nCl）∪（（β2∩～Cl）∩（β2nCl））  

＝0∪（β2∩（～ClnCl））  

＝0UO＝0   

したがって，定理9により，  

β1∪β′2≦C2UC′1   

また，定理10の証明において示したように，  

ClUβ㌔＝β2UC′1  

がなりたつ。結局，BlUB′2，C2UC′1，ClUB′2（＝B2UC′1）の間の可能な大小関係すべて  

について検討すればよいのであるから，つぎのように・3つの場合にわけて考える0  

（1）β1∪β′2≦C2UC′1≦ClUβ′2＝β2UC′1の場合，  

β1∪β′2≦ClUβ′2  

β1∩βち＝β王∩β2∩～Cl＝0であるからク  

β1≦Cl   

がなりたつ。   

－▲方，  

C2UC′1≦β2UC′1  

がなりたつ。もしさらにClnC2＝0という条件がなりたつならば，C2nC′1＝C2nCln  

～β2＝0がなりたつから，  

C2≦β2   

がなりたつ。   
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（2）β1∪β′2≦、ClしJβち＝β2UC′1≦C2UC′1の場合，  

β1∪βち≦ClUβ′2   

がなりたち，β1∩β′2＝0であるから，  

β1≦Cl  

がなりたつ。また，  

β2UC′1≦C2UC′1  

がなりたち，β2nC′1＝Cln～β2∩β2＝0であるから，  

β2≦C2  

がなりたつ。  

（3）ClUβち＝β2しJC′1≦：β．∪β′2≦C2UC′1の場合，  

ClUβ′2≦β1∪β′2  

Clnβ′2＝Cl「「β2∩～Cl＝0であるから，  

Cl≦こβ1  

がなりたつ。また，  

β2UC′1≦C2UC′1  

がなりたち，β2nC′1＝0であるから，  

β2≦C2   

このよう忙して，（1），（2），（3）より，  

（β1≦Cl）または（β1≦Clかつβ2≦C2）または（Cl≦β1かつβ2≦．C2）  

がなりたつ。いま，  

β1≦二Clを命題A，β2≦C2を命題β，Cl≦β1を命題Cとかくならば，  

AU（Anβ）∪（Cnβ）＝月∪（Cnβ）  

＝（AUC）∩（AUβ）  

Aし」Cほ≒β1≦ClまたはCl≦β1、という命題であるから，常に其である。したがって，  

＝Auβ  

がなりたつ。すなわち，  

β1≦Clまたは β2≦C2   

がなりたつ。   

系1β1∪β2くClUC2かつβ1∩β2＝0ならば，β1＜Clまたはβ2＜C2がなりたつ。   
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〔証明〕定理11の証明と同様紅おこなえ．ばよい。ただし，定理9によるところを定理  

9の系1を用いる。   

系2 β1∪β2＝ClUC2，β1∩β2＝ClnC2＝0がなりたつとき，βェ≦Clならば，C2≦β2が  

なりたつ。   

〔証明〕定理11と同様に，Q，β′2，C′1をつくる。  

β1∪β2＝β1∪β′2しJQ  

ClUC2＝C2し」C′1∪（～  

となるから，仮定より，  

β1し」β′2し」Q巴C2UCl′UQ  

定理11に．おけると同様にして  

β1∪β′2＝C2UC′1  

また，定理10におけると同様にして，  

ClUβ′2＝β2UC′1  

がなりたつ。ここで，定剖．1と同様に，BlUB′2（＝C2UC，1）とClUB′2（＝B2UC′1）の間の  

大小関係を考える。  

（1）BlUB′2＝C2UC′1≦ClUB′2＝B2UC′1の場合，  

β1∪β′2≦ClUβ′2   

β1∩β′2＝0であるから，  

β1≦Cl   

がなりたつ。また，  

C2UC′1≦β2UC′1   

C2nC／1＝C2nCln～β2＝0であるから，  

C2≦β2   

がなりたつ。  

（2）Cll」β′2＝哉UC′ユ＜βユ∪β′2＝C2UC′1の場合，  

定理11の（3）の場合と同様紅して，  

ClUβ㌔＜β1∪β′2  

Clnβ′2＝0がなりたつことから，定理9の系1によって，  

Cl＜β1   

をうる。さらに，   
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β2UC′1くC2UCl′   

β2nC′1＝0がなりたつことから，同様紅して，  

β2■くC2   

をうる。   

結局（1），（2）より，  

（β1≦．ClかつC2≦．β2）または（Clくβ1かつβ2＜C2）  

がなりたつ。すなわち，β1≦．Clを命題A，C2≦β2を命題βとすれば，  

（Anβ）∪（～An～β）  

＝（AU～A）∩（β∪～A）∩（AU～β）∩（β∪～β）  

＝（～AUβ）∩（～βUA）  

がなりたつ。したがって，｛■AUβおよび′〉βUAがなりたつ。～AUβは，Aならばβと同  

値であるから，すなわち，  

β1≦Clならば C2≦β2  

がなりたつ。この場合，～βuAもなりたつから，同様にして，βならばAであり，Aとβ  

すなわち，β1≦ClとC2≦β2は，同値である。  ＼   

定理12 β≦～βかつC≧～Cならば，β≦Cがなりたつ。また，β三＝～βかつC主～Cの  

ときにかぎって，βご＝Cがなりたつ。   

〔証明〕もしβ．＞Cがなりたつとするならば，  

～C≦Cくβ≦．～β   

となり，  

′｝C＜′〉β   

をうる。したがって，定理5の系より，  

β＜C   

となり，これほ仮定に反する。よって，  

β≦C   

をうる。  

つぎに，βく～β，C二≧～Cがなりたつとき，β≧Cを仮定すれば，  

′叫・■C≦C≦β＜～β   

となり，  

′－C＜～β   
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したがって，βくCとなって仮定に反する。すなわち，  

βくC  

をうる。このように．して，β≦～β，C≧～Cのいずれかに対して等号が成立しなければ，  

β≦Cの等号はなりたたない。すなわち，条件のいずれにも等号がなりたつときのみ，結  

論に対して等号がなりたつ。これはまた，つぎのようにしても証明できる。すなわち，  

β三＝′〉β，C三＝～C   

がなりたつならば，  

β≦～β，C≧｛ノC   

がなりたつことから，  

β≦．C  

がなりたっ。また，  

β≧～β，C≦～C  

がなりたつことから  

～β≦′〉C  

がなりたつ。よって：，定理5より，  

C≦β   

したがって：，  

β＝三＝C   

がなりたつ。   

定理13 β慮∩βプ＝0（∠≠メ），  

CinC。7＝0（∠≠．グ），  

71  

∪βg＝ぶ 豆攣1   

71  

UCノ£＝∫  
才；1  

かつ  
β1≦β2≦1‥‥・≦β乃  

Cl≧C2≧‥2C花  

がなりたつならば，  

クもケ乙     ∪β官2 U Ci（7＝0，1，…リ，花－1）  
ルー7     犯－7  

がなりたつ。   

し証明〕あるバこついて，態論の不等式がなりたたないとき，このようなγ－のうち最小  

のも 
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γ乙       7と ∪β‘く U C豆  

花－γ     7もーγ  

（1）  

がなりたつ。   

7年0とすれば  
ケも 托  

β乃サrl（し」仇）＝C几グ∩（UCi）＝O  
和一グ＋1 佗－㌢＋1  

がなりたつことから，定理11の系1紅よって，  
12 打  

β乃．＿7くC犯．．，または．，∪ 動く U C名  
花－γ」1  ケもーγ＋1   

?Z Jl  

がなりたつ。しかしながら，∪β豆＜rlCiは，タ－1に．ついて不等式（1）がなりたつことを  
花－γ＋171・－J＋1  

意味し，γカミこのような関係をみたす最小のものであること軋反する。したがって，β乃．，  

くCれ＿グのみがなりたつ。   

γ去0のとき，（1）式は，  

β花・くC托  

がなりたつことを意味する。したがって，いずれの場合も  

β1≦．β2≦川…≦β乃＿，＿1≦β花＿γくC乃＿，≦C柁＿7＿1≦1……≦C2≦Cl  

がなりたつ。したがって，  

β1くCl，β2＜Cゎ …川…，β7＿，＿1く’C柁グ・＿1  

がなりたつこ．とから，定理10の系によっで，  

乃－7⊥1  ケi－グ■－1  

∪ 動＜ U C豆 11  

がなりたつ。  

7♭－7－1       7之          （U C£）∩（U C官）＝0  

γ乙－r  

であるから，定理10の系によって，（1），（2）より  

ケi      ケも            ∪動くUC宜                       1     1  

（2）  

すなわち，  
∫＜∫   

がなりたつ。仝事象∫の間紅不等関係がなりたつこと紅なっで，不合理である。したがっ  

て，（1）が成立するようなグーは存在しない。すなわち，  

乃 †も  
∪ βよ2 U C∠  
乃●－7     ク乙■－r  

（㌢・＝0，1，〝－1）   

がなりたつ。  
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正  誤   表  

誤  

AlnAヱ「1Aan…＝0がなりたつとき，  

理論のみでは  

正午の温度。  

全ての事象からなる  

結局fニg＝bとなる。  

およびf＝g＝bをうる。f＝g＝芯bの場  

合，  

ノ■（52）芸g（51）  

P2から，   

定理2より  

f主f£givenβ，g主凱giveIlβ   

すべての相異なる よ，グについて，  
劫nAタ＝0がなりたつとき，  

論理のみでは  

正午の安も温。  

全ての状態からなる  

結局f主g主bとなる。  

および董主g三hをうる。f主g去bの場  
合，  

／（ざ2）＝g（・S2）  

Plから，   

定理5より  

f去f£givel】βゎg主凱giveT】β慮   
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