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33 量的個人確率   

前節紅おいては，質的個人確率紅ついて論じたが，この節では，これ紅対応する盈的個  

人確率を導入する。盈的個人確率すなわち，確率測度とは，序に述べたよラ紅，事象すな  

わち∫の部分集合紅対して定義される実数値関数ア（β）であり，  

10≦ア（β）£1   

2 βnC＝0 ならば P（βUC）＝P（β）＋P（C）   

3い P（∫）＝1  

を満足するものである。一・般に．，Pはぶの部分集合の族妃ついて定義されるものであるけ  

れども，ここでは簡単のために．ぶに．ついて定義された確率測度Pという表現をとる。   

いま，ぶの部分集合の間把質的確率≦が定義されており，かつざに．ついて確率測度P  

が定義されているとする。任意の部分集合β，Cに．対して，β≦Cのとき，またそのとき  

紅かぎりP（β）≦ア（C）がなりたつならば，恩的確率Pは質的確率≦庭．－激するという。  

この場合，P（β）＜P（C）ならばβ＜Cがなりたつ。また，P（β）＝P（C）ならばP（β）≦ア（C）  

かつP（β）≧タ（C）であるから，βくCかつβ2Cすなわち，β主Cがなりたつ。このよう  

にして，盈的確率の関係は質的確率の関係と全く一激する。   

これに対して，任意の部分集合β，Cに対して，β≦Cのとき，P（β）≦ア（C）がなりた  

つという条件のみを満たすならば，盈的確率クは質的確率≦とはとんど－・致するという。  

Pが≦と－・致するとき紅は，当然β≦Cのときア（β）≦ア（C）がなりたつから，アは≦とは  

とんど一散する。しかしながら，タが≦とはとんど－・致するからといって，Pと≦が－・致  

するとほかぎらない。Pと≦がほとんど－・致する場合，β≦とならばP（β）≦P（C）はなり  

たつけれども，その命題の袈すなわち，CくβならばP（C）＜P（β）がなりたつことは保証  

されていない。すなわら，C＜βであってP（β）≦ア（C）がなりたつこともありうる。この  

とき，C＜Bから当然C≦βとなり，P（C）＜P（B）がなりたち，P（B）＝P（C）をうる。す   
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なわち，Cくβであって：もP（β）＝P（C）がなりたつことがありうるといいかえることがで  

きる。すなわち，Pと≦がほとんど一・致するときには，登頂確率が等しい2つの事象の闇  

に．も質的確率に．おいては轟の不等関係が成立することがありうることな示してこいる。この  

ように．してニ，量的確率の関係ほ，かならずしも質的確率の関係をあらわしてはいない。   

質的確率に対応する量的確率を導入するため紅ほ，ぶを質的確率が同等な部分集合に牒  

分割できることをみとめて，その部分集合の盈的確率を1／〝とするという方法がよくとら  

れる。こ．れは古典的確率がeqnallylikelyな場合の数の比によって確率を定義するのに 

似ている。・Sav2喝eの場合は，質的確率とほとんど－・致する鼠的確率という考え方をとる  

こともあっで，ほとんど一・様な分割というものをみとめることによって，確率の数量化を  

行っている。   

定義 はとんど－・様な牒分割：βの乃個の部分集合動（か＝1，2，…，乃）がつぎの条件を  

満足するとき，吟とんど一・様な〝分割という0すなわら，  

（1）動∩昂7＝0 （∠≒．グ）   

ケも （2）U」凱＝β  
i声1   

（3）β慮の任意の㌢＋1個の和集合は，任意の′個の和集合より，より確からしい。す  

なわち，   

γ7＋1          ∪β乞（7）く∪動（た）                   f一」      尤■l   

を満足する。   

定理1任意の大きい自然数乃に対して，βのほとんど－・様な〝分割が存在するなら  

ば，任意の自然数偶に．対してほとんど一・様な∽分割が存在する。  

〔証明〕任意の自然数∽に対して，乃≧∽2なる〝についではとんど－・様な乃分割が存  

在するとする。乃と椚の閲に．，つぎのような関係がなりたつ。すなわち，  

乃＝沼α＋J α壱・〃ら 0≦．∂＜∽  

ただし，α，∂は自然数である0いま β宜のαおよびα＋1個の和集合鞍 

る。たとえば，   

ll ごu ごJ  

Cl＝∪βゎ C2＝∪βゎ ，C肋＝∪β乞  
iロ1 かⅥ＋l 乞二氾－α   

のようにすればよい。そのとき，任意のβ温いずれかのCプの部分になっており，重複牒   
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ゆるさないから，   

Jノー  

CまnCプ＝0 （梧タ．），リC7＝β  
クコ1   

がなりたつ。すなわち，Cブ（ダニ1，2，，∽）はβの∽分割である。いま，Cブの任意のγ 

個（7く∽）の和集合に∴含まれる動の個数〝は，  

α7≦彿≦（β十1）γ  

を満足する。また，Cプの任意のタ・＋1個の和集合に含まれる動の個数即は，  

α（7ヰ1）≦や≦．（α＋1）（7＋1）  

を満足する。したがって：，  

α≦（α＋1）7・＝α7・＋㌢くα㌢＋∽≦αダ＋α＝α（γ＋1）≦ぴ  

すなわち，  

〟 ＜二 び  

がなりたつ。βiは，はとんど－・様な〝分割であるから，動の個数が1つでも多い方がよ  

り確からしいという関係がなりたつから，   

グγ＋1          UC頼）＜UCブ（エ）  

Å・－1 J■1   

がなりたつ。このようにして，大きい自然数乃紅対してはとんど一磯な花分割が存在すれ  

ば，小さい自然数777についてははとんど一・様な研分割を構成することができる。よって，  

任意の自然数∽に対してこはとんと一億な∽分割が存在する0   

任意の紹について，はとんど－・様な乃分割の存在をみとめるならば，後で示すよう紅量  

的確率の存在を示すことができるわけであるが，Savageは直接，任意の紹に対するこの  

ような〝分割の存在をみとめない■で，大きい数乃紅ついてこのような分割が存在すれば，  

任意の数についての分割が存在するという命題をあげている0このことは，直接ほとんど  

一億な乃分割をみとめることは強すぎる仮定であると考えたものと思われる0   

ここで，Savageのはとんど一・様な分割という概念紅ついて考えてみる◇いま，たと．え 

ば事象Aの起る確率を％とする。試行のくり返しに∴おいて，Aの起ることを1，起らな  

いことを0とかくこと紅すると，11はAが2回続いて起ることを意味し，101は最初Aが  

起り，2回目は起らず，3回目には起ったことを意味する0 2回の試行について，すべて  

の場合をあげれば，00，01，10，11となる。これに小数点をつけて，000，0・01，010，  

011とかくならば，2進法によって表示された数と考えることができる。つぎ紅，たとえ   
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ば010について考える。〔．010，0．11）に含まれるすべての実数は，0，101100110，  

0い101111111等，小数の最初の2桁は10である。したがって，0－10は区」郡010，011）  

に対応するものである。そこで，00，01，10，11の確率は4／9，2／9，2／9，1／9であり，お  

のおの対応する区間の確率測度と考えてよいであろう。すなわら，  

P（〔0‖00，001））＝4／9  

P（〔001，0．10））＝2／9  

P（〔0小10，011））＝2／9  

P（〔0い11，100））＝1／9  

とする。試行回数をふやしたとき，たとえば，  

P（〔01100，0‖101））＝4／27  

p（〔0．101，0．110））＝2／27  

であり，一・方，区間の関係としてほ，  

〔0．100，0り101）∪〔0101，0110）＝〔0．100，0110）  

＝〔0．1P，011）  

となり，この2つの区間ほ共通部分をもたない。したがって，確率測度の関係として，  

P（〔0。100，0．101））＋ク（〔0．101，0110））＝4／27十2／27＝2／9  

＝P（〔0．10，0い11））  

がな．りたつ。このようにして，1つの区間がいくつかの区間の和集合として一分劃されると  

きには，この’区間の確率測度は分割された区間の確率測贋の和に等しいことがわかる0こ  

のことからも，確率を上のように区間の確率測変と考えることは合理的である。   

区間〔0，1）をできるだけ確率が等しくなるよう紅4つの区間に分割することを考え  

る。3回の試行の段階で考えれば，  

P（〔0．000，0001））＝8／27  

P（〔0001，0“011））＝P（二0・001，0010））＋P（〔0・010，0小011））  

＝4／27十4／27＝8／27  

P（〔0‖011，0101））＝ク（〔0・011，0・100））＋P（〔0・100，0・101））  

＝2／27＋4／27＝6／27  

P（〔0い101，1，000））＝P（〔0101，0り110））＋P（〔0」110，0．111））  

＋P（〔0い111，1．000））  

＝2′′27＋227＋1／27＝5／27  

となる。4匝1の試行の段階で考えれは同様に・，   
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PHo‖0000，0．0010））＝24／飢，P（〔0い0010，00101））＝20／飢  

P（〔0．0101，0．1001））＝18／飢，P（〔0．1001，1．0000））＝19／81  

となる。このように，試行の回数をふやすにしたがって，各区間の確率測度の差は小さく  

なり4等分に近づいていく。しかしながら，有限回の試行の段階たとえば，この場合4等  

分は不可能である。このようにして，有限の段階に．とどまるかぎり，Savageのいうほと  

んど－・様な分割のみが可能であることがわかる。   

定理1咋おいて前提されている大きい自然数〝に対して：，はとんと一様な形分割が存在  

するという考え方については，つぎのような考え方も可能であろう。すなわら，ぶを分割  

するために，まず，Cという事象を考える。このCと同等か，あるいはC紅近い事象β名   

花 クも  
を選んでいく。偶然，ぶ＝∪β名となることもあろうが，－・般紅は5－・∪β名＝点なるβがC  

より小さいものとして．残るであろう。このとき，βをCに．とって前の操作をくり返すな  

らば，そのうちにβに．あたる残差の事象は無視できる程となり，ざのはとんど－・様な分  

割に．到達すると考える。このように考えるならば大きい自然数紹紅対する〝分割を最初に  

考えることは自然であろう。   

賀的確率≦の関係を混乱のないかぎり，表現を簡単にするため紅大小関係とよぶことに  

する。   

補助定理1 2つのはとんと一億な乃分割があるとき，一方のγ個の和集合よりも他方  

の7＋2個の和集合の方が大きい。  

〔証明〕いま，ぶのはとんど一・様な2つの形分割をβ乞！C宜（か＝1，2，‥1，狩）とする。－ 

般性を失うことなく，  

β1≦β2≦ ≦β乃  

Cl≧C2≧ ≧C乃  

がなりたつとする。βゎ C宜がはとんど一・様な乃分割である．ことから，   

JJ：           UCゴ＜ UC宣  

クも‾㌢  

花      グ＋2           ∪β豆く′ ∪β古             雅‾γ  袈 1   
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（1）  

がなりたつ。一方，定理13より，   

陀柁  
UC名≦∪飢  
渇‾㌢   耽‾7   

がなりたつから，   

代れ）＋2  

グ           UCiくUCi≦∪β£く∪β名 19も‾グ免‾γ1   

をうる。このことはC£の最大の7個の和集合よりも動の最小の7＋2個の和集合の方が  

大きいことな意味する。したがって．，C乞の任意のタ個の和集合よ りもβiの任意のγ＋2  

個の和集合の方が大きい。   

このようにして，2つのほとんど－・様な紹分割の間の関係がつけられる。   

定義 C（㌢，形）：はとんど一様な〝分割動の㌢個の和集合をC（グ，乃）とかく。   

定義 ゑ（β，紹）：C（㌢・，狸）≦βを満足する7の最大値をゑ（β，〝）とかく。すなわら，  

烏）β，乃）＝1naX（γlC（γ，犯）≦β）0  

これらの定義は直観的な表現をもちいれば，〝分割のβiをβの中に何個おしこめうるか  

ということが問題であり，β£の大きさ紅よってβに・おしこめうる個数は異なるであろうか  

ら，その最大値をとるのである。たとえば，β1≦β2≦…≦β花という関係があるとすれば   

γ  
C（7■，〝）＝∪β名≦ぞ 1   

と，とったものが㌢の最大値を示すことになるであろう0   

補助定理2 βnC＝0ならば，  

ゐ（β，乃）＋点（C，〝）－・2≦守（βUC，〝）≦烏（β，乃）＋鳥（C，乃）＋1  

がなりたつ。  

〔．証明二〕ゑ（1）＝烏（β，〟），鳥（2）＝ゐ（C，乃）とする0β1≦β2……≦β花がなりたつとす  

れば，  

た（1〉  

C（烏（1），花）＝∪β宜≦β                                  1  

（1）木村等・広瀬文子「個人確率（2）」『香川大学経済論叢』箆45巻舞3号，1972，118  

ぺ－ジ。   
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ん（2）  

C（烏（2），紹）＝∪β豆≦C  
l  

た（1）＋た（2） 克（2）  

がなりたつであろうが， ∪ β乞≧∪βiとなるから，                   ゐ（1）＋1  1  

た（1）す庵（2）  

∪ β£≦．βUC  
l   

ほなりたたない場合がある。この場合も，β官の任意の点（1）－1個の和集合は上の特定の  

ゐ（1）個の和集合より必ず小さいから，  

た（1）＿1  鬼（1）  

∪βi（プ）＜∪βi≦β  
戸1  £ロ1   

同様配してニ，  

た（2）－1  た（2）  

∪β£（紅く∪動≦C  
人・－1  いり  

（2）  

がなりたつ。ここで，βnC＝0であるから定理10の系に・よって，  

た（1〉＿1     克（2）＿1 （∪ β慮（わ）∪（∪寧摘））≦βUC  タLl      炉1  

ゐ（1）＿1 た（2）＿2  

がなりたつ。銑彷，β埴）のとり方は任意であるから，（∪βプ）∪（∪βルーた）ととるこ プ；1た＝0  
とができる。したがってニ，βuC＝∫となるとき，ゑ（1ト1＝〝－・ゐ（2）＋2－1となって，上式   

ケ乙 の左辺は∪仇となり，点（1）十烏（2ト2＝乃がなりたつ○βUC⊂∫の場合は・ゑ（1）＋ゑ（2ト・2 1   

く乃となって，C（烏（1）＋々（2）－2，乃）を実際につくることができる0点（βUC，乃）はこ  

のような烏（1）＋ゑ（2）－2の最大値であるから，  

烏（1）＋点（2）－2≦烏（βUC，乃）  

すなわち，  

点（β，〝）＋烏（C，搾）－2≦烏（βUC，花）  

がなりたつ。  

つぎに，  

C（烏（1），〝）≦β，、C（鳥（2），〝）≦C  

（2）Ibid，113ぺ」一ジ。   
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がなりたつとき，  

（β－C（烏（1），兜））∪（C－C（ゑ（2），犯））  

軋何個のβ慮をおしこめうるかを考える。いま，条件から，  

β－C（ゐ（1），乃）くβ乞  （ゑ（1）くよ≦乃）  

C∬C（烏（2），乃）くβタ  （々（2）くブ≦花）  

がなりたつ。もし，ある∠，グがあって，  

β宜∪βブ≦（β－C（烏（1），乃）．）∪（C－C（点（2），搾））  
（3）  

がなりたつとすれば，β乞∩β7＝0であるから，定理11によって，  

β乞≦β－C（烏（1），搾）または βプ≦C－C（ゐ（2），乃）  

がなりたつことになる。しかしながら，これがなりたたないことは上に述べたとおりであ  

るから，このようなβゎβプは存在しないことがわかる。すなわら，数の関係に．よって表現  

すれば，  

ゐ（βUC，〝）く点（1）＋ゐ（2）＋2   

すなわち，  

ゑ（βUC，〝）≦烏（β，乃）＋烏（C，〝）＋1  

がなりたつ。   

補助定理3 はとんど－・様な∽分割と〝分割について，あるq（7，∽）′とC（5，調）の  

間紅，  

C（㌢，∽）≦C（．s，〃）  

がなりたつならば，  

L二」し 
．／   

ナナJ ＼  〃  
＋  

がなりたつ。  

〔二証明〕いま，別にはとんど一億な∽〝分割をつくる。これを，  

か1≦β2≦……≦A即   

とする。   

％ 2花 物稚  
か′1＝∪上）ゎ か／2＝∪エ）ゎ ，か′駒＝ ∪ かi  

l  ケ乙＋1  m乃‾兜＋1   

とすると，  

（3）Ibidい，114ぺ－ジ。   
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か′1≦p′2≦…≦p′別  

は，定理1の証明に．おいて示したよう紅，1つのはとん、ど一億な沼分割である。したが  

って，補助定理1から，   

ア2  

t」ヱ）′i（けくC（7，∽）  
′－ユ1   

がなりたつ。つぎに，   

倫 2才れ 肋柁  
か′′1＝し一は行，刀′′2＝∪上）ゎ ，∂′′氾＝ ∪ β宜  

1 のも＋1 肋乃‾偶＋1   

とすれば，これははとんど一機な乃分割である。したがって上と同様に補助定理1から，   

さナ2          C（S，乃）＜∪β′′拍）  
た－1   

したがって，定理の条件をもちいて，   

γ一．2 g＋2  

∪ヱ）′£（ブ）く∪上）／／官（た） ブFlか1  

がなりたつ。このことから，明和分割の乃（7・－2）個の和集合と沼（5＋2）個の和集合の  

間に≦の関係がなりたっていることがわかる0   

岬・方，ほとんど一億な分割に・ついては，  

㌢γ＋1          ∪βi（グ〉く∪か拍） グー1わ‾1  

がなりたつ。すなわち，才く・Sならば，  

‘ S  

Uか宜（ブ）く∪エ〉£（克）              タ⇒1   か司1  

がなりたつ。したがって，対偶命題として，   

‘ S  

Uエ）f（ブ）≧∪ヱ）乞（た）ならば ≠≧ざ              ブ上1   ん‾1  

がなりたつ。いま，  

れ（γ＿2）  勒（さ＋2）  

∪ 上）£くプ）≦ ∪ か拍）               グー1      た－1   

がなりたっているから，  

花（㌢・－2）≦如（．s＋2）  

がなりたつ。したがって，   
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〝（γ－2）く∽（5十2）十1  

をうる。両辺な加朋で七れば，  

】十一  〝   JJJ  
＜、‾  

をうる。  

補助定理4l堅㌔姐一也㌃当く÷＋÷・忘  

〔寵唄〕いま，ぶのほとんど一億な弼分割および〝分割に対して，烏1＝虎（β，雛）・  

ゐ2＝た（β，〝一）とするならば，あるC（た1，班），C（点2，〝）が存在して・  

C（点1，研）≦β，C（鳥2，乃）≦β  

がなりたつ。このとき，  

βくC（烏2＋1，邦）   

がなりたつから，  

C（ゐ1，沼）≦βくC（々2＋1，邦）  

がなりたつ。したがって補助定理3から，  

jL 一≦卜－  
がなりたつ。これを整理して，  

一 忠与≦÷・÷・忘く÷・÷＋忘  

なうる。同様にして，  

C（鳥2，〝）くC（鳥1＋1，研）  

がなりたつことから，  

姐 
一≦－＋  

ゐ1ノ 2   3  ！ノ＿L⊥＿蔓＿⊥」  ‰
－
㌃
川
 
 

十－－－＋‾くう完「 ＋＋  
I〝  ‾’ JJ  

をうる。したがって，  

卜堅聖吐一聖卜く一意－ ＋・  
をうる。したがって，任意のど＞0紅対して，叫£）が存在して弼，刀＞Ⅳ紅とるかぎり・  

ゑ（β，〝）   点（β，研）  
JJJ  
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がなりたつ。   

定理2 任意の大きい乃について：，ぶのほとんど－・様な〝分割が存在するならば，≦庭 

はとんど－激する確率測度Pが唯1つ存在する。なおそのうえに，任意のP（0≦β≦1）  

と任意のβ⊂∫に対して，P（C）＝PP（β）を満足するCが存在する。  

〔証明〕この定理の条脅から，定理1をもちいて，任意の自然数兜に対して∫のはとん  

ど－・様な形分割が存在することがわかる。この乃分割紅よってβに．対して定義された  

薫告吐の列が基本列であるということが補助定理4に示されている。したがって，  
烏（β，〝）  

〉は極限値をもつ。すなわち，  

墜竺L竺）  

〝  P（β）＝1im  
托→00  

が存在する。   

① まず，このP（β）が確率測度であることを証明する。  

1．このPは，任意のβに．対して定義から，ゑ（β，招）≧0がなりたつ。したがって，  

空禦の極限即（β）輯して，叩）．≧0がなりたつ。   

2βnC＝0ならば，補助定理2によって，  

点（β，乃）＋ゐ（C，邦）－2≦烏（βUC，乃）≦烏（β，〝）＋々（C，紹）＋1  

がなりたつ。したがって，  

ゐ（β，乃）  点（C，〝）  2  
阜莞牛＋選告吐・1                  1  

＝－、′い 
．．．  ナノ         JJ  JJ  

がなりたつ。それぞれの極限値をとれば，  

1im〈』告吐＋  
烏（βUC，乃）  

－÷－〉≦1im  

生壁ヱ⊥竺L＋戯  ≦1im〈  ＋÷〉   クZ  〝  

すなわち，  

P（β）＋P（C）≦ア（βUC）≦ア（β）＋P（C）  

すなわち，  

P（βUC）＝P（β）＋P（C）  
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をうる。   

3ぶの任意の〝分割に．対して，ゐ（∫，〝）＝邦であるから，  

馳＝1im一「                 〝  P（ぶ）＝1im－  ＝1  〝  【‾■「  

④ つぎに．，このP（β）は，≦．とはとんど－激することを証明する。このことを証明する  

ために．旦≦Cがなりたつとする。いま，烏1＝烏（β，乃）とすれば，  

C（烏1，〝）≦β≦C  

がなりたつ。したがって，  

烏1≦尾（C，〝）  

すなわら，  

ゐ（β，乃）≦ゐ（C，〝）  

がなりたつ。したがって，  

漂一 烏（C，紹）  

≦几聖－7－一【  

すなわち，  

p（β）≦ア（C）  

をうる。このように．して，Pは≦とはとんど－激することがわかる0   

⑨ つぎに，≦に．はとんど一徹するぞは唯1つしかないことを証明する0 このために，  

P（β）が定義される集合βについて，P（β．）は1つの実数に・限ることを示す○いま，Pが  

≦とほとんど一教ナるとする。βェ≦β2≦・・≦βルをほとんど一億な循分割とすれば・  

P（β1）千九，P（β2）＝♪2，，P（β循）＝β循の間に・，   

Jこ  

♪1≦♪2≦……い≦：♪佗， ∑♪宜＝1  
g累l   

がなりたつ。このとき，  

拉←㌃ （7・＝1，2，・‥・・，”）  

がなりたつ。なぜなら，もしあるグ紅ついて，  

7           ∑少官＞  

がなりたつとすれば，   
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乃  1  1≦£≦㌢ 

⊥くあ≦♪州≦1…川≦♪乃 〃   

がなりたつ。したがって，   

免γ 免  
1キ∑動＝∑勿＋∑動 11㌢＋1  

＞⊥＋・（〝－㌢） 
㌢十こん 

＞－1－＋（乃－・γ）÷＝－  

となって不合理である。したがって，  

′ L＋．鵬空」▼＿－＿＝1  
JJ  JJ  

∑動≦一一ヱ 1      JJ  （タ・＝1，2，…い・，〝）  

がなりたつ。βいは，はとんど－・様な乃分割であるからβ官の任意のγ個の和集合よりも  

r＋1個の和集合の方が大きい。すなわち，  

γ＋1     9も           ∪β乞＞ ∪ β名 1れ‾グー＋1   

がなりたつ。Pほ≦二にはとんど－・致するから，   

デ＋1ケ乙          P（∪哉）≧ア（∪β乞） 1花‾γ＋1   

さら紅，βす∩昂プ＝0であるから，   

グ＋1クあ          ∑P（β豆）≧：：∑ク（β乞）  

Ⅵ「γ＋1   

すなわち，  

㌢＋1  ケ乙  
∑β電＞ ∑♪i  

乃‾γ＋1   

がなりたつ。  

耽    れ     免＿グ◆1  

∑♪i＝∑動－ ∑ ♪乞                  免‾γ十2   1     1   
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れ＿㌢＋1  

＝1－・∑．如 1   

≧1一空ニヱ±一里一－‖＝＝＝ここも  

JJ  JJ   

735  

したがって－，  

′ J！  

∑♪慮≧∑♪官≧憲 

さらに，   

渇㌢十1  

∑♪£≦∑♪£≦霊ユ                れ‾r＋1  1  

′JJ をうる。∑れ∑ 九蘭，それぞれ♪宜の㍗偶の和のうもの最小および最大のものである0 1ク1‾グ■＋1  

したがって，動の用の和は馳ヱ訪とヱ土1の間にある0すなわち， JJ  

一 ヒユ≦P（C（γ・，邦））≦ヱ≡ユ 搾   

がなりたつ。   

いま，烏1＝戒（β，〝）とすれば，あるC（烏．，〝）が存在し，また任意のC（烏1＋1，〝）に対し  

て，  

C（烏．，〝）≦βくC（烏1＋1，〝）  

がなりたつ。この関係は質的確率≦から得られるものであり，ゑ1という数は質的確率≦と  

〝紅よ、つて定まるものである。これを畳的確率Pの関係にうつせば，  

P（C（点1，〝））≦ア（β）≦ア（C（点1＋1，ガ））  

をうる。これから，上で得られた関係紅よって，  

旦二1 旦  
〝  ≦叩）≦   

をうる。乃を大きくしていけば区間〔曳訪曳崇〕は1つの実数に収凱，これがP（β）  

の値と一激する。したがっ七，βに対して定義される畳的確率P（即は，この唯1つに定  

まる実数であって他の値はとりえない。このよう乾して，≦とはとんど一激する患的確率   
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は唯1つしかないことがわかる。   

④ 定痙の後半を証明するために，集合の列C花，か柁をつぎのように構成する。すなわ  

ち，  

（1）〝＝1のとき，ほとんど－・様なβの2分割をβ1，β2とし，  

P（β1）くPク（β）ならば，Cl＝β1，か1＝O  

P（β1）≧pP（β）ならば，Cl＝0，か1＝β2  

とすると，  

Cl口上）1＝O  

P（Cl）≦．pク（β）  

タ（か1）＝P（β2）≦（1－P）P（β）  

がなりたつ。  

（2）乃までの自然数について  

1．Cl⊂C2⊂l‥…⊂C乃  

2‖ か1⊂か2⊂rい⊂か乃  

3．C乞∩ヱ）戚＝0  （わ＝1，2，…－．乃）  

4いP（C乞）≦pP（β），P（仇）≦．（1－P）P（β）（壱＝1，2，…，乃）  

を満足するようなCね，か乃が構成されたとする。  

Gか＝月∩～（C犯しJか乃）＝β∩～C乃∩｛ノか照  

とすると，  

C托UG乃∪かか＝β  

Cヶ乙nGヶも＝∂花∩（；花＝0   

がなりたつことは容易払わかる。   

いま，βの2（乃＋1）分割を動（よ＝1，2，い，2（符＋1））とする。J＝（須β宜nGル≒0）  

とし，∠∈Jに対するβ豆nG兜を番号をつけかえて，β′1，β′2，・，飢とかく。  

P（C花）≦pP（β）  

P（か犯）≦（1一一P）P（β）  

P（C渇∪（；乃）＝P（β－か％）＞pP（β）  

がなりたつことから，1≦う≦ン・なる・ざが存在して，  

P（C彿∪（∪β㌔））≦βP（β）くP（Cれ∪（∪飢））を         1                       1   
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合一＿1  

満足する。（5＝1のとき，∪β㌔＝0である。）このことから，  

9＿1  

C柁．1＝C柁∪（∪β′£）                               1  

J  

∂柁．1＝β柁∪（∪β′虞）  
さ＋1   

とすると，   

ざ－1γ      C托．1∩ヱ）机1＝（C花∪（t」β′£））∩（か乃∪（∪β㌔））                               1           ざ＋1  

ケβ＿1β＿1ケ          ＝（C犯∩β花）∪（C花∩（∪飢））∪（∪飢∩ヱ）彿）∪（∪飢∩（∪動）） ぶ＋111g＋1  

ここで，飢⊂G犯であるから，凱nC乃＝飢∩ヱ）れ＝0（．査＝1，2，…，7）となり，βいは分割で  

あるから，β′£∩β′一プ⊂β£∩β7＝0（∠≠ブ）となる。よって，  

C循．1∩∂佗．1＝0  

をうる。C循十1，β花十1のつくり方から，  

P（C花十1）≦pP（β）  

P（∂机1）＝P（β一（C乃．1∪β′s））  

＝P（β）一一戸（C恥．∪β㌔）   

g  

＝P（β）－P（C柁∪（∪β㌔））  

＜P（β）－げ（β）＝（1－P）P（β）  

ここで，G射1＝β／8とすれば，  

C符．1UG乃＋1∪ヱ）詭＋1＝β  

C桝1∩か乃．1＝C乃．1nG桝1＝G乃．1∩ヱ）町1＝0   

がなりたつから，  

P（C免＋1）＋P（Gル＋i）＋P（か叫1）＝P（β）  

P（C花＋1）＋P（G兜．1）＝P（β）一夕（か机1）  

≧P（β）－（1－P）ア（β）  

＝PP（β）  

P（C花＋1）≧pP（β）一夕（G花．1）   
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G，…＝β㌔≦β官＝C（1，2（乃＋1））  

－J32－  

であるから，  

1  

JJ1  

2  

2（〝＋1）  
P（G陀．．）≦ア（C（1，2（〝＋1）））≦  

がなりたつ。したがって，  

タ（C叫1）≧PP（β）－ 

なうる。同様にして，  

1  

1  

P（か桝1）≧（1一戸）P（β）－  

をうる。したがって，（1），（2）より，任意の自然数〝に対して，  

1．Cl⊂C2⊂………⊂C乃⊂ 

2．pl⊂か2⊂…⊂か花⊂…‥  

3．C乃∩ヱ）”＝0   （〝＝1，2，）   

4・・PP（βト÷≦P（C氾）≦p叩）  

（卜P）叩ト÷≦叩氾）≦（卜P）叩）  

を満足するC免，か沌が存在する0   

00  

C＝UC兜， か＝∪か弛  
れ＝1  ケもtl  

とすれば，   

．Ⅳ JⅣ  

UC几＝C∬⊂CI Uヱ）花＝β∬⊂∂  
7】tl ”－1  

pp（β）－－ふ－≦PぐC∬）≦ア（C）  

が任意のⅣについてなりたつことから，  

PP（β）≦ア（C）  

をうる。同様乾して，  

（1一戸）P（β）≦ア（か）  

をうる。また，   
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CUヱ）⊂β，C口上）＝0   

がなりたつことから，  

P（C）＋・P（か）≦ア（β）  

がなりたつ。したがって，  

P（C）≦ア（β）一夕（か）   

したがって，  

PP（β）≦ア（C）≦ア（β）－（1－β）P（β）＝βP（β）   

したがって，  

P（C）＝PP（β）  

をうる。これ紅よって，定理の後半が証明された。   

上の定理2に．おいては，質的確率がはとんど一・様な乃分割が存在するという性質をもつ  

とき，この質的確率にはとんど－激する確率測度を定義することができることを示した。  

こ．こで，はとんど－・様な花分割可能という性質紅ついて考えてみる。本質を失うことはな  

いので，簡単のために慮的表現をもちいる。いま，もし1点．寛が正の確率曾をもらなら  

ば，このガをふくむ分割」凱の確率は常に曾より大きくなる。タZが十分大きいとき，この  

飢は他のβプのいくつかの和より大きいということがおこり，分割ははとんど－・様という  

性質をもちえ‥ない。このように．，ほとんど－・様な分割が可能であるということは，このよ  

うなことが起らないこと，すなわち，∫はいくらでも小さな事象に分割できることであ  

り，ある意味での連続性を意味すると考えられる。上の定理2は，このことなもちいで質  

的確率紅ほとんど－・致する確率を導入したのである。   

つぎに，いくらでも小さい事象が存在するということについての別の表現を考える。す  

なわち，任意のβ＞0に対して，ぶの分割β乞（∠＝1，2，‥，乃）が存在して，  

β乞くβ  （査＝1，2，…い，〝）  

がなりたつとき，またこのときにかぎって，質的確率≦惟fineであるという。すなわち，  

任意の事象βによっておさえられる分割が存在することを仮定するのである。fineであ  

る質的確率に対して，これにはとんど－L致する確率測度が定義できることを示すのである  

が，その前に必要な概念を定義しておく。   

定義 β章C：2つの集合β，Cに．対して，任意の集合G，茸がG＞0，ガ＞0かつ，  

BnG＝CnH＝0を満足するならば，BUG＞Cかつ，CuH＞Bがなりたつとき，BとC  

はalmost equivalentであるといい，B＝〇Cとかく。   
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上の定義から，B去Cすなわち，BとCがequivalentであるならば，BとCはalmost  

equivalentであることが導かれる。なぜならば，B主Cならば，B≦、Cがなりたつ。0＜ざ  
（4）  

かつCn月‘＝0ならば，定理10によって，β≦CU月■がなりた、つ。また同様にして，C≦β  

がなりたつことから，0くGかつG「1β＝0ならば，C≦β∪（；がなりたつ。このように 

して，β章Cがなりたつことがわかる。しかしながら，この逆は，かならずしもなりたた  

ない。すなわち，almost equivalentであるからといって，equivalentであるとはかぎら  

ない。一方，β章Cということは，いくら小さいものであっても0でないものをC紅加  

えればβの方が小さく，βに加えれはCの方が小さくなるということであるから，数で  

いえばβ＝Cとなるものである。すなわち，β章Cとβ主Cの関連は質的確率≦：が数の大  

小関係とどの程度｛致するかを示すものである0   

定義 tight：almost equivalentな2つの事象はかならずequivalentであるという  

ことがなりたつとき，このような質的確率≦をtigbtであるという。   

定理3 質的確率≦がfineであるとするならば，つぎの7つの命題がなりたつ0  

1い β＞0，C＞0に対して，0＜か＜βを満足するようなか⊂Cが存在する。   

2．β章G，C＝缶好かつ，βnC＝G「1ガ＝0ならば，βuC毛GU仇   

3．．β章C，Gく淵，βuC章GU月■かつ，βnC＝Grlガ＝0ならば，β章G。   

4，Sのalmost equivalentな部分集合への分割は，ほとんど－L様な分割である。   

5。任意の事象は，2つのalmost equivalentな事象紅分割できる。   

6．任意の事象は，任意の自然数nに対して，2n個のalmostequivalentな事象に分  

割できる。   

7．≦に．はとんど－・致する確率測度Pが唯1つ存在する。また，任意の事象βと任意  

の実数P（0≦p≦1）紅対して，ク（C）＝βタ（β）となるようなC⊂βが存在する。もし，  

β＞0ならばP（β）＞0がなりたつ。さら紅，β会Cであるための必要かつ十分な条件ほ，  

P（β）＝P（C）となることである0  

〔二証明〕  

1．β＞0，かつ≦がfineであることから，ぶのある方分割哉（わ＝1，2，…，〝）が存  

在して，  

β乞くβ  （わ＝1，2，・帖，乃）  

（4）Ibid，112ぺ－・ジ。   
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がなりた、つ。いま，すべてのよに．ついて：，  

βinC≦0   

であるとするならば，定理10によって，   

ケあ †も  
0≧∪（哉nC）ニ（∪βg）nC＝∫nCニC  
慮望1 £⊆1   

となり，C＞・0の仮定紅反する。したがって，あるグが存在して，  

βプロC＞0  

がなりたつ。エ）＝βグnCとすれば，βはか⊂C，か⊂βグを満足するから，  

0く．β≦．βブ＜β  

を満足する。   

2い （α）βuCく∫の場合：～（βuC）．＞0であるから，（βuC）∩β＝0，β＞0を満  

足するようなβが存在する。このような任意のβを考える。  

（βし」C）nE＝（βnE）∪（Crlβ）＝0  

がなりたつことから，  

βnE＝0 かつ Cnβ＝0  

がなりたつ。β＞0がなりたつことから，属の2分割すなわち，  

β1nE2ニ0，El＞0，β2＞0，ElUβ2＝E  

を満足する訊，E2が存在する。β∩訊＝0，β章Gであるから，  

β∪β1＞G  

同様に，Cロガ2＝0，C章ガであるから，  

CUβ2＞ガ   

がなりたつ。  

（βuEl）（「（CUE2）＝（β「lC）リ（βnE2）∪（β1nC）∪（β1∩β2）＝0   

がなりたつことから，  

GUガ＜（β∪月：1）∪（Cujヲ2）  

＝（βuC）∪（β1∪β2）  

＝（βuC）UE  

をうる。一・方，（βuC）∪且≦∫を満足することから，Gu好く∫がなりたつ。したがって，  

上と同様にして，（GUガ）∩ダ＝0，ダ＞0を満足するようなダに対して，   
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βuCく二（Gu耳）しげ  

がなりたつ。したがって，  

βuC℃＝GしJ〝   

がなりたつ。  

（∂）βuC三＝∫の場合：もし，Gし」茸く：∫であるとするならば，（Gu〃）∩β＝0，  

E．＞0となるようなβが存在する。このβの2分割をgl＞0，戯＞0とする。El，β2ほ 

当然G，〟とは互いに素である。したがって：，  

βくGUβ1，C・くガ∪β2   

をうる。  

（GUβユ）∩（ガ∪且2）＝（Gn月■）∪（Gnβ2）∪（β1∩ガ）∪（Elnβ2）＝0  

であるから，  

βuCく（GUEl）∪（ガ∪β2）  

＝（Guガ）リガ≦ぶ主βuC  

がなりたち，矛眉が生じる。したがって，GUガ≧∫すなわち，GU〝±ぶ主βuCがなり  

たつ。このように．して，この場合，BuCとGuHはequivalentである。したがって，  

当然a王most equivalentである。   

よって，（α）の場合も，（∂）め場合もともに定理の命題2がなりたつことがわかる。   

3．この命題な帰謬法に．よって証明する。いま，βcGでないとすれば，一・般性を失う  

ことなく，β＞0，β∩β＝0，β∪β≦Cとなるようなβが存在すると仮定することがで  

きる。βUCくぶとなる場合と，βUC主∫となる場合に・わけて考える。  

（α）βUC＜ぶの場合：この場合，～（βuC）＞0がなりたつから，β＞0に対して，  

E＞E′＞0，～（βuC）コβ′となるようなβ′が存在する。（βuC）nE′＝0であるから，  

βUCく芦Gu茸がなりたつことをもちいて，  

（βUC）∪β′＞Guガ  

がなりたつ。これは，  

（β∪月：′）UC＞Guガ  

（8）  

と考えてよいから，定理11の系1によって，  

βuE′＞G またはC一＞ガ  

（5）Ibidい，115ぺ－ジ。   
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をうるい岬方，  

G．≧β∪β＞βuE′，Gn∬＝0  

がなりたつことは仮定されているから，βし」β′＞Gは成立せず，  

C＞月■   

がなりたつ。  
（ 

、、ま，Gr、～C≦0がなりたつとすれば，定理9の系2り，G≦Cがなりたつ。したが  

って、  

β∪β≦G≦C   

となり，β章Cの仮定に．反する。すなわち，Gn～C＞0がなりたつ。   

また，β＞0であるから，且＝風UE2，風＞・0，眉よ＞0を満足するようなgl，β2が存在する。  

また，且2＞0，G「1～C＞・0に．ついて，この定理の1から，  

E2＞β′′＞0，Gn′・・C⊃β′′  

を満足するE′′が存在する。Ci「β′′＝0であるから，C、’＞ガをもちいて，  

CU属：′／＞．仔リガ′′  

がなりたつ。また，β′′⊂Gであるから，ガnE′′＝0である。したがって：，G＜＞ガから，  

打UE′′＞G  

をうる。仮定から，C≧βリガがなりたつから，  

Cuβ′′＞βujヲ＝（βuEl）∪且2，E′′くE2  

がなりたつことから，定理11の系1によって，  

C．＞β∪βl  

（7）  

をうる。これは，β令Cに矛盾する。  

（∂）βUC主∫がなりたつ場合：この場合Guガ主∫がなりたつ。なぜならば，もし，  

Gリガく∫とすると，～（Gu月■）＞0であるから，～（Gug）⊃E，g＞0を満足するような  

βが存在する。（Gu月■）∩β＝0であるから，  

（Gリガ）リガ＜（Gリガ）∪～（Gu月■）＝∫主βuC  

これは，Gリガ令βuCに反する。したがって，Guガ±∫がなりたつ。この場合をさら紅  

（6）Ibidい，112ぺ－ジ。  

（7）β1∪β2くClUC2かつβ1∩β2＝0ならば，β1くClまたはβ2くC2がなりたつ（定理11   

の系1）ということは，BlUB2くClUC2，BlnB2＝0かつBl≧Clならば，B2くC2が  
なりたつということと同等である。   
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2つの場合紅わけてβ∪∬くCから矛眉をみちびく。  

（1）C†1G主0がなりたつならば，定理9の系2により，G≦～Cがなりたつから，  

βしj厨＝二G≦～C去β  

となり矛盾する。  

（2）CnC二＞0がなりたつならば，CrlG＞El，β1＞0，訊くgを満足するようなglが  

存在する。したがって二，  

C＜βリガlくβ∪β≦．G  

がなりたつ。一方，  

（βnG）、し」（β∩耳）∪β＝（動1（Cu月■））∪且  

主（β∩5つリガ  

＝β∪βくC＝Gnぶ主Gn（βuC）  

＝（βnG）∪くCn（；）  

（βr「G）∩〈（β†1g）∪β）＝（βnGnガ）∪（βnCnβ）＝0  

（8）  

であるから，定理9の系1より，  

（β∩月‘）uEくCnG  

がなりたつ。また“  

（CnG）∪（CnH）＝Cn（GuH）主CnS＝C＜G＝GnS主Gn（BuC）  

＝（β「1G）∪（CnG）  

（CnC）∩（Cn茸）ニCnGnガ＝0  

がなりたつから，  

Cn∬く．β∩（；  

がなりキつ。（βnG）∩（£nG）＝0であるから，  

（Cng）∪（β∩月■）∪βく（βnG）∪（CnG）  

（ガ∩（βuC））リガくGn（βuC）  

（ガ∩5つUEくGn5■  

．汀∪β＜G  

をうる。これは，G＝〇∬に矛盾する。   

このように．して，（〃），（∂）とも紅，不合理を生ずるから，仮定β章Gでないはなりた  

（8）Ibid‖，111ぺ－・ジ。   
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たない。すなわち，βく＝Gがなりたつ。  

4い β£（よ＝1，2，……，乃）について，   

れ  
し」銑＝β， β1く旨β2＝〇‥‥‥川く＝β乃  
iヒ1   

がなりたつとする。この定理の2から，β£の任意の7・（1≦㌢・≦カー1）個の和集合は，ま  

た互いに．almost equivalent である。すなわち，   

1 γ  

し」動（プ）＝〇∪哉（ゐ） 戸1た‡1   

したがって，βゎ∠≒メてゐ）（ゐ＝1，2，…－・，ダウ を右辺に加えれば，かならず右辺の方が大き  

くなる。すなわち，   

1 † γヰ1  

∪βi（7）く（ミ」βi（わ）∪βz＝し」夙購）  
ブ賃1  克コ1  かり   

すなわち，ほとんど｝・様な分割である。   

5．任意の事象Bが2つのalmost equivalentな事象Bl，B2に分割できることを，Bl，  

β2を構成することによって：示す。おおまか紅考えれば，この質的確率がfineであるか  

ら，任意の耳＞・0に対して，  

βもくガ  （よ＝1，2，1・・，紹）  

を満足するようなβの分割月忌（よ＝1，2，・川…，〝）が存在する。この分割について，   

ケ ケ乙  
∪β乙∪茸丹1＞∪ 動  
五日1  いり＋2  

γケ乙         ∪動くβ丹1∪くU E名）  

ご■1 ざ－J◆亡   

となるような7・が存在することは，事象間の比較ができることから，容易紅みとめること   

7†l ができよう。この∪動と∪動はβを2等分したものに近いものであるから，ガを小さく  
1γ＋2   

していけば，almost equivalentなものに達するであろうことが予想できる。このような  

考え方紅よって，つぎのような帰納法による構成法をとる。   

乃＝1のとき，βの2分割β1，β2をつくる。すなわち，  

β＝β1∪β2，月忌＞0（わ＝1，2），β1∩β2＝0  

ここで，耳1±E2がなりたつならば，El＝〇β2となるから，これはもとめる2分割になって   
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いる。いま，風土E2がなりたたないとき，－・般性を失うことなくEl＞属2とすることがで  

きる。これをもらいて，  

Cl＝0，Gl＝β1，か1＝E2   

とおけは，  

Cl＝0＜β＝耳lU哉＝GlUヱ）1  

ClUGl＝0し」耳1＝El＞β2＝β1   

がなりた、つ。   

つぎに，紹までの自然数烏について，  

1．Cた≦かたUG克，CゐUGた＞かた   

2C娠1⊃C九，仇．1⊃βゐ，Gれ1⊂G克  

3～G丘＋1rlGた‘≧G射1   

4．C虎∪ヱ）たUGた＝β，かつCた，かた，Gたは互いに．素  

を満足するようなC虎，GJ‥，∂鬼（々ニ1，2，畑∵‖町，〝）が定義できたとする。C町1，G町ユ，β叛  

をつぎのようにしてつくる。すなわち，まずGれの2分割G′花，G′′柁（G′％≦G′′先）をつくる。  

G′犯紅対して，βの分割為（よニ1，2，…‥，研）が存在して，  

薫くG′乃  （わ＝1，2，・，雛）  

がなりたつ。ダ′乞＝都nG花（よ－＝1，2， ‥，椚）をつくり，空でない伊豆に番号をつけなおし  

て，ダ′1，ル2， 巨釣とする。為はβの分割であり，G犯ほβの部分集合であるから，   

肋  
∪昂nG，も＝GT乙  
もー1   

がなりたつ。ダ1，ダ′2，…・・，省は薫∩（；れ（∠＝1，2，‥‥，雛）のうち，空事象を除いたもの  

であるから，   

r  

U．打電＝G，も  
豆－1   

がなりたつ。したがって，   

ケ  
C几≦Gれ∪か花＝（∪ル宜）∪∂㍑                                     1  

ケ  
C完∪（∪ダ′£）＝C≠UG免＞β兜  

1   
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ケ がなりたつ。いま，C犯し」ダ1と（∪ダ′わ∪∂拘を比較して，静者の方が大きければ，C先t」（0釣）                 2                            1  

γ と（しりれ）∪∂花を比較する，というように・進めていって，はじめて      a  

さケ         C循∪（∪ダ豆）＞（∪ダ£）∪β乃                        1      ざ＋1  

γγ がなりたつような5をもとめるoC几≦Ⅲダ£）∪ヱ）耽，Cれ∪（∪釣）＞か和がなりたっている 11   

のであるから，1く．s≦㌢・を満足するざが存在して，   

8＿1γ         Cれ∪（∪ダ′£）≦ア′sU（∪ダ′£）∪β柁                        1           g＋1  

かつ，   

ぷ＿1γ         C乃∪（し」ダ′名）∪ダ′ざ＞（∪ダ′ゼ）∪上）犯 1ぶ＋1  

がなりたつ。零事象は不等号の向き紅影響をあたえることほないから，β′昏は零事象では  

ない。そこで，   

8＿1  

C叫1＝C乃∪（∪ダ′豆） 1  

Gヶl＋1＝F′さ   

ケ  
か耽．．＝（∪ダ′官）∪刀吻  

g十1   

とすれば，あきらかに．， し  

C桝1⊃Cれ，β恥1⊃∂乃，G叫1⊂Gれ   

であり，かつ  

C叫．≦Gル＋1∪エ）机．，C机1∪（；射1＞か机1   

がなりたつ。また，   

さ＿1r        c桝1吊）刷UG机1＝C循∪（∪ダ′乞）∪（∪ダ′宜）∪ヱ）免∪ダ′g                                       l     ざ＋1  

丁  
＝C渇∪上）彿∪（∪ダ′乞）               1   
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＝C花∪か托∪（；れ＝β   

がなりたち，C乃．1，か，い1，G射1は互いに素であることがわかる。   

つぎに，ダ£のつくり方から，  

G机1＝ダ′ざ＝ダブnG花≦ダブ≦G′花くG′′柁  
（9）  

をうる。また，G′′れ⊂G托がなりたつから，～G・柁nG′′犯＝0である。したがって，定理6  

紅よって，  

G机1∪（～G氾）≦G′′免∪（～G花）  

（10）  

をうる。したがって，定理5によって，  

～G乃＋1rl（；陀ニ≧一ノG′′れnG柁  

をうる。ここで，Gか＝G′托し」G′′㍑がなりたつことから，～G′′彿nGか＝G′犯である。すなわ   

ら，  

～G照．1nG犯≧G／乃≧G詭．1  

がなりたつ。   

このようにしてニ，任意の自然数狸に対して，  

1．C花≦∂先∪（；花，C乃∪（；花＞・か免  

2い C花＋1⊃C乃，∂れ．1⊃か花，G花＋1⊂G花  

3小 ～Gヶけ1nG犯≧Gクレ1   

4．C托∪か花UG循＝β かつ C花，か乃，G花は互い紅素  

を満足するようなC乃，β乃，G彿をつくることができる。   

C花∪ヱ）免UG犯＝C机1∪ヱ）佗．1UG花＋1＝βかつC乃∩（G花∪∂乃）＝C机1∩（G花＋1∪∂れ十1）＝0  

（11）  

であり，C乃≦C花十1であるから，定理11の系2に．よって，  

か循UG7乙：≧仇机UG乃．1  

がなりたつ。また，か花≦β乃．1がなりたつことから同様にして，  

C花∪（；兜≧C犯＋1UG彿．1  

がなりたつ。   

つぎ紅，上で構成したC花，か乃，G犯をもちいて，  

（9）Ibid。．，107ぺ一汐。  

（10）Ibid．，106ぺ一汐。  

（11）Ibid，116ぺ」－ジ。   
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1im C花＝UCが＝β1  
1  

1im（かれUG柁）＝（∪上）犯）しJ（nC柁）＝β2 11   

をつくる。任意の兜について，  

C花∪ヱ）柁UGか＝月   

であるから，  

（1im C花）∪（lim（∂れ∪（；冊））＝β  

すなわら，  

β1し」β2＝β   

がなりたつ。  

っぎに，任意のガ＞0をとると，どの要素も〝より小さいβの∽分割動（去■＝1，2，…，桝）  

が存在する。いま，  

2花‾1＞椚   

を満足するような紹をとれば，  

G渇くガ  

を満足する。なぜならば，もし，G宣≧ガがなりたつとするならば，  

G花≧だ＞β宜  （≠＝1，2，……い，刑）  

Gれ＿1∩～G犯≧G犯＞β宜（g＝1，2，・l…い，∽）  

G彿〔（G弟＿1∩～G光）＝0であるから，定理10に・よって，  

G花∪（G乃＿1∩～G渇）＞β1∪β2   

がなりたつ。  

G乃∪（G循．＿1∩～G花）＝（C循UGか1）∩（G≠∪～G詭）  

＝G乃＿1∩β＝G詭＿1  

であるから，すなわち，  

G乃＿1＞glUβ8  

がなりたつ。このようにして一・般に，   

†P  

G兜＿乞＞∪動   

がなりたつ。したがって，  

（ただし扮＝2り   
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吋ナノI  
Gl＞∪β名＞リガ宜＝β  

1  

（ただしひ′＝2花‾1）   

がなりたつことになり不合理である。このことから，G乃＜茸をうる0   

っぎに，0くy⊂～G叫1nG托を満足するような事象Ⅴをとる。このⅤに対して，上と  

同様にして，GェくⅤを満足するJを選ぶ。容易に．わかるように，J≧乃＋1とすることがで  

きる。いま，G乃＋1∩（G乃∩⊥G㍑．1）＝0かつⅤ≦．～G机1nG乃であるから，定理6をもち  

いて，  

C町．Ul′≦G叫1∪（Gれ∩～C桝1）＝G兜くg  

をうる。β1ほ．任意のよに対して，β1．≧C乞を満足するから，  

β1：≧C佗＋1  

がなりたち，β1∩∬＝0であるから，  

β1∪於＞C乃＋1UG糾1Uy  （定理10の系に・よる）  

≧CるUGェUly  

＞∂乙∪Ⅴ  

＞∂乙UGヱ  

≧β2   

をうる。   

また，哉は任意のど紅対して，β2≧か山G宜を満足し，β2∩月■＝0であるから，定理10  

の系をもちいて，  

Cれ≦β犯UG乃くβ2∪忍■  

がなりたつ。この関係は，すべての乃についてなりたつから，  

1im C7乙≦1im（銭∪の  

すなわち，  

β1≦β2∪月－  

をうる。このようにして，BlとB2はalmost equivalentであるこ・とがわかる0よって，  

第5命題が証明された。   

6‖ 舞5命題における分割をn回くり返すことに．よって，2n個のalmostequivalentな  

事象に分割が可能である。   

7．任意の事象が，almost equivalentな2n分割が可能であり，almostequivalentな   
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事象への分割ほ，はとんど－・様な分割であることから，はとんど一・様な2陀分割が存在す  

る。このことから，定理1によって，任意の自然数∽に対して，はとんど－・様な∽分割  

が可能となる。したがって，定理2によって，≦にほとんど－・致するPが存在すること  

と，任意のβとβ（0≦ヰ≦1）紅対して，P（C）＝PP（β）を満足するC⊂βが存在す卑と  

とがわかる。  

いま，β一＞0であるとき，十分大きい乃に対して，ほとんど一億な乃分割か宜（壷－＝1，2・川丹∵・  

〝）が存在して，その少なくとも1つの要素は，月＞仇な儲足する。なぜならば，もし，  

どのような〝に．対するほとんど一・様な乃分割もこの性賓をもっていないとすれば矛盾が生  

ずる。すなわら，この質的確率≦はfineであるから，あるク乃分割β£（g＝1，2，……，刑）が  

存在して，  

動くβ  （よ■＝1，2，…・・・，机） ／  

がなりたつ。一方，この同じ自然数沼についてのほとんど一腰な描分割をβ窟（∠＝1，2，…  

・川，研）とすれば，  

かぇ：≧β  しよ＝1，2，……，机）   

がなりたつ。したがって，  

仇之せ＞動  （云＝1，2，‥・…，∽）  

がなりたつ。定理10の系紅よって，  

7Jl      りl           Uか名＞∪動  

ご●1   ～■l  

ぶ：＞∫   

となり，矛盾が生ずる。   

このように．して，十分大きい〝に／ついてのほとんど一億な分割は，か乞くβを満足する要  

素を少なくとも1つはふくむことから，  

烏（β，〝）＞0  

をうる。したがって，  

ゑ（β，〝）  
P（β）＝1im・   ＞0  

かなりたつ。   

最後に，β令Cがなりた？ならば，G＞0，ガ＞0，βnG＝Cnガ＝0に対して，  

βuG＞C，CUガ＞β   
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がなりたつ。したがって，  

ア（C）≦ア（βしJG）＝P（β）＋タ（G）  

がなりたつ。これは，任意のG，＞0，βnG＝0を満足するCに対してなりたつから，  

ア（C）≦ア（β）  

がなりたつ。同様に，任意のガ＞0，Cnガ＝0な満足するガに対して，  

P（β）≦ア（Cリガ）＝P（C）＋P（ガ）  

がなりたつことから，  

P（β）≦P（C）   

をうる。したがって，  

P（β）＝P（C）   

がなりたつ。  

β章Cでないとすれば，一・般性を失う ことなく，βnG＝0なるG＞0が存在して，  

βしICくCがなりたつと考えてよい。このとき，  

P（βuG）くP（C）   

したがって，  

グ（β）＋P（G）くj）（C）  

がなりたつ。一方，G＞0ならば，P（G）＞0となるから，  

P（β）くア（C）  

となる。すなわち，β章Cでないならば，P（β）くタ（C）または，タ（C）くア（β）がなりた  

つ。したがって，この対偶命題として，P（β）≧P（C）かつ♪（C）≧ぞ（β）すなわち，ぜ（β）  

＝P（C）ならば，β章Cがなりたつ。このようにして，β令Cがなりたつための必要かつ十  

分な条件はP（β）＝P（C）であることがわかる。   

系 ≦がfineかつtightであるならば，≦にはとんど一激する確率測度はStrictlyに・  

一散する。また，Sの任意個のequivalentな事象への分割が可能である。  

〔証明〕≦がfineであれば，≦紅ほとんど－・致する確率測度クが存在する。したがっ   

て，  

β≦CならばP（β）≦P（C）  

がなりたつ。   

逆に，   
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P（β）≦ア（C）  

がなりたつとき，P（β）くP（C）の場合と，タ（β）＝タ（C）の場合に．わけて考える。  

P（β）＜ア（C）ならばβくC  

は，上の命題の対偶命題であるから当然なりたつ。いま，  

P（β）＝P（C）  

がなりたつとすれば，≦二がfiIleであることから，定理3に．よって，  

βく≒C   

がなりたつ。さらに，≦がtightであることから，  

β主C   

をうる。したがって，  

βゝC   

がなりたつ。上の2つの命題をひとつにして二，  

P（β）≦ア（C）ならばβ≦C  

がなりたつことがわかる。このようにして，β≦Cがなりたつための必要かつ十分な条件  

はP（β）≦ア（C）であるから，質的確率≦と確率測度PはStIictlyに一激する。   

定理3の6によれば，Sの任意の2n個のalmost equivalentな事象への分割が可能で  

ある。≦がtightであれば，almost equivalentな事象はequivalentであるから，Sの  

2n個の 

ることを考えれば，   

1  －－－－－－ 
3   

一十 十ト 

となるから，4分割，16分割，64分署恥 ……‖を行い，・それをつけ加え／ていくという無限の  

操作をゆるすならば，3分割が可能紅なる。－・般に，   

1  

－＝・＋ 

となるから，上のような無限の操作をゆるすならば，任意個の分割が可能である。   

定理4 質的確率≦がfineかつtightであるための必要かつ十分な条件は，B＜Cを  

満足するすべてのβ紅対して，  

βUヱ）宜＜C  （∠＝1，2，…ll，〝）  

がなりたつような∫の分割仇（査■＝1，2，川…，舛）が存在することである。   
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〔証明〕いま，≦がfineかつt短btであるとする。βくCがなりたつとすれば，βと  

Cはequivalentでほない。≦はtightであるから，BとCは．almost equivalentでも  

ない。Cnガ＝0なるガ＞・0に．対しては当然Cリガ＞βがなりたつから，βnG＝0，G一＞0  

を満足するいかなるGに．対しても，BUG＞・Cがなりたつとするならば，βとCはalmost  

equivalentであることに．なり，矛盾である。このことから，βnC＝0，G＞0を満足する  

Gのうちに，  

βしJGくC  

を満足するものが少なくとも1つ存在することがわかる。さらに・，≦が抽eであ亭こと  

から，G＞0紅対して，∫の分割∂i（よ＝1，2，……，乃）が存在して，  

動くG  （わ＝1，2，‥l‖川，乃）  

がなりたつ。  

βnC＝±0   

であるから，定：哩6に．よって，  

β∪β£≦βUGくC  （∠＝1，2，…・・・，〝）  

がなりたつ。すなわち，定理の前半が証明された。   

つぎに，逆を証明する。すなわち，βくCを満足する任意のβ，C拓・対して，  

β∪か乞＜C  （∠＝1，2，……，乃）  

を満足する分割か乞が存在する。ここで，任意に．E＞0をとり，β＝0，C＝β紅とれば，  

0∪ヱ）宜＝か古くC＝月  （査＝1，2，‥…・，乃）   

すなわち，  

かぜ＜β  （∠＝1，2，……い，乃）  

を満足する玖が存在することがわかる。よって，≦は董ineである。   

っぎ紅，βとCがequまva王entでないとするならば，βくCとしてもー・般性を失うこと  

はない。定理の条件から，ぶの分割仇（よ＝1，2，‥…，乃）が存在して，  

β∪ヱ）電＜C  （よ＝1，2，……，〝）  

がなりたつ。G＝β官とすれば，  

βUG＜C  

を満足するG＞0が存在することになるから，BとCはalmost equivalentでない。した  

がって，この対偶として，almost equivalentならばequivalentであるという命題が成  

立する。したがって，質的確率≦はtigbtである。   
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ここで，質的確率≦に対して－，つぎの公理をみとめることにする。   

P6′ BくCならば，∫の分割∂－（∠＝1，2，‥州，〝）が存在して1  

βしりみ＜C  （∠＝1，2，州側，〝）  

がなりたつ。   

定理4に示したように，公理P6′を鼻とめることほ．，質的確率≦がfineかつtightで  

あることをみとめることになる。さら紅，定理3の系1から，任意の乃にヌ寸してぶの2花  

分割が存在することになる。しかしながら，deFinettiやB小0Koopmanのよう紅，い  

きなりぶの任意個のequivalentな事象への分割の存在をみとめるよりは考えやすいよう  

に思われる。たとえば，いまβくCであるとする。すなわら，人がβよりもCに．賭けよ  

うと思っているとする。このとき，世界を2花個に分割して各要素を貨幣の表装の確定の  

ならぴの和よりも，なおCの方に賭けるような形が存在することは，それほど困難なこ  

とではないであろう。   

しかしながら，B．0Koopmanほ．P6′をみとめないという立場をとっている。というの  

は，P6′をみとめれば，量的確率と質的確率との間の馴致がSt工ictなものとなるからであ  

る。Bけ0．Koopmanは，A⊃β，A≒βがなりたつとき，塵的確率が等しい場合すなわち，  

ア（A）＝P（β）が成立する場合といえども，A＞βがなりたつという立場をとっている0た  

とえば，壁に向かって弾丸なうつとする。弾丸がと■こ紅もあたらないということは考えら  

れないが，弾丸の上にあらかじめつけられた数学的な点（idealpoint）が，あらかじめ壁  

の上紅ひかれた数学的な線（idealline）に．あたると考えることは論理的には可能であろう。  

このよう紅，数学的な線な数学的な点がうつことの論理的な可能性から，B．0．Xoopman  

は，このような事象は空事象すなわち，弾丸がどこに・もあたらないということよりも，蔓  

り確からしいと考える。しかしながら，一方ではこの事象の確率測度はいずれも0であ  

る。この数学的な点が広さをもつ点（dot）紅，数学的な線が巾をもつ線（bamd）におきか  

えられたならば，当然空事象より・も，より確からしいと考えられる。しかしながら，そ・の  

極限としての点と線に．ついてどう考えるかは人それぞれの考え方の問題である。ここで，  

P6′に対応する行動についての公理P6をあげておく。P6から軸′がえられることは明ら  

かである。   

P6 g一くhがなりたつとき，ノを任意の結果とする。このとき，∫の分割β宜（∠＝1，2…‥，  

〝）が存在．して，gまたはhが任意のか∠－の上ではメ■をとり，他の点ではもとの値をとるよ  

うな修正を行ってもなお   
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modified g＜b   

あるいほ，  

gくmOdified b   

がなりたつ。   

3．4 補   

前節紅おいて，盟的確率に一・致あるいほ，はとんど一食する量的確率すなわち，確率測  

度な導入した。ここで，質的確率を数塩化して確率測度を定義することについて考えて魂  

る。たとえば，∫＝〔0，1〕としたとき，ぶのすべての部分集合からなる集合族の濃度ほ  

実数の法度より大きい。ここで，数盈化とは，この集合族の各要素である∫の部分集合A  

に対して0≦ガ≦1の1つの数．ガを対応させる。すなわら，この集合族から区間〔0，りの  

上への対応ア（A）＝．芳を構成することである。  

ここで，このP（A）は，  

4≦β ならば p（A）≦．P（β）  

という関係を満たさなければならない。濃度についてみれば，この集合族の濃度ほ実数の  

濃度より大きいから，Pは1対1対応とほ・なりえない。たとえば，事象の方が4≦阜≦C  

皇か≦屈あるのに対して，数の方が0，％，1しかないのと同様であって－，たとえば，  

．1－＞0  

β一斗O  

C－＞ちち  

か－サケら  

E－ヰ1   

というような対応をつけざるをえない。この場合，事象の方が  

Aくβ＜C＜かくβ   

という関係をもつならば，Aくβあるいは・C＜’かという関係にありながら，P（A）＝タ（β），  

P（C）＝P（∂）という関係がなりたつから，この関数Pは事象の間の関係を数の関係に廠  

密にはうつしていない。これが，確率測度が質的確率にはとんど一哉するということであ  

る。一・方，事象の方でも，  

A±βくC主βくβ  

という関係にあれば，事象の大／J＼関係と数の大小関係は丁度－・致している。これが，確率  

測度が凰的確率に一・致㌻るということである。B0．Koopmanの例について考えれば 点   
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が線をうつことを事象Aとかくことにすれば，数愚化したとき・にほ．，P（0）＝P（A）＝0で  

あるけれども，薯的に．は0く：dであると考えているわけである。   

つぎに，almost equivalentについて考えてみる。Pは≦にほとんど－・致する確率測  

であることから，β±Cならば♪（β）＝P（C）がなりたつ。このことは，  

β≦C ならば P（β）≦ア（C）  

β≧C ならば P（β）≧P（C）  

がなりたつことから容易に．わかる。しかしながら，前に述べたように，この逆はかならず  

しもなりたたない。すなわち，P（β）＝P（C）であってもβ主Cとはならない。したがって，  

たとえば，  

ア（β）＝P（C）かつ βくC 

となるようなβ，Cが存在しうる。一方，確率測度は数であるから，このような場合任意  

のど＞0紅対して，  

P（β）＋占＞P（C）  

がなりたつ。任意の数形に．対して，はとんど－・様な乃分割が存在するような質的確率ある  

いは，fineである質的確率はある意味で連続的であるから，この占に．対応する事象が存在  

する。これをG（Gnβ＝0）とする。  

β（β）＋P（G）＞ク（C）  

P（β∪（；）＞P（C）   

がなりたつことから，  

βし1G＞C  

がなりたつ。例をBい0Xoopmanの考え方によって示す。円の内部をβ，円の周をも  

ふくめたものなCとすれば，βくCがなりたつと考えられる。この場合，円周の確率測度  

は0であり，P（β）＝P（C）がなりたつ。一方，円の外部紅G＞0をとれば，Gがどんなに 

小さいものであっても，  

β∪（プ＞C  

がなりたつ。このように，ア（β）＝P（C）を満足する事象β，CはβくCであっても，β紅  

任忠のG（＞0，βnG＝0）を加えれば，βuG＞Cとなるのである。また，任意のG紅対  

して，βuG＞Cという関係が成立するにもかかわらず，Gを取り去った場合，  

βくC   

となって，連続性がなりたっていない。このような質的確率はいくらでも小さい事象が存   
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存するという意味で連続的でありながら，Pについての連続性とは－・致しない。これが，  

Pと≦がほとんど－・致するということの意味するものであろう。また，この完全に．一・致し  

ないところでP（B）＝P（C）となるという関係でむすぴつけられるものとして，almost  

equivalentという関係が考え．られるのである。したがって，almost equivalentがequi－  

valentと一・致する場合すなわら，質的確率≦がtightである場合に．は，β主Cという関係  

とP（B）＝P（C）であらわされる関係は全く－L致し，Pと≦はStrictlyに－・致すると，とに  

なる。   

確率測度としてよくもちいられるのはルベーグ測度である。ルベ－グ測度は，互いに桑  

な可算無限個の事象紅ついて，モの和の測度がおのおのの測度の和に・なること，すなわ  

ち，完全加法性をもつものである。完全加法性をもつ測度は，∫のすぺて：の部分集合に対  

して■定義することほ．できない。すなわち，このような測度が定義できる集合の族は，すべ  

ての部分集合をふくむ放でほない。前節においては，確率をすべての事象，すなわち，∫  

のすペての部分集合に対して定義している。したがって，このような確率測度は完全加法  

性をもつことほできない。Banacbは，1次元あるいは2次元空間紅おいて，ルベーグ可  

測な集合についてはルペ－グ測度と－・致し，幾何学的に合同な集合に．は同じ測度をあたえ  

るようなすべての部分集合に対して定義される有限加法的な測度が存在することを示して   

いる。  

つぎに，fine，tigbt等の概念について考えるために，上で述べたルベーグ測度の有限  

加法的な拡張Pをもちいて，いくつかの質的確率の例をあげて鼻る。  

く例1＞ β≦CをP（β）≦ア（C）紅よって定義するならば，この質的確率≦ほfineかつ  

tightである0  

任意のβゝ0をとる。P（β）＞0がなりたつから，十分大きい〝に対する∫の〝分割哉  

（∠＝1・2，川小・，〝）をつくれば，叩£）＝－▼去－－＜P（β）とすることができる。このように，  

β乞＜β（査－ニ1，2，・・り，乃）を満足する∫の分割β宜が存在するから≦はfineである。  

β章Cとする。β∩（；＝0を満足する任意のG＞0紅対して，βuG＞Cがなりたつ。す  

なわち，  

P（C）くタ（βuG）＝ク（β）＋P（G）  

がなりたつ。この不等式は任意のGに対してなりたつことから，   
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P（C）≦ア（β）  

がなりたつ。すなわち，  

C≦β  

がなりたつ。つぎに，Cnガ＝0を満足する任意のガ＞0に対して，β＜Cu∬がなりたつ  

ことから，同様にして，  

β≦C   

をうる。したがって，  

β主C   

がなりたつ。このように．して：，この≦はtightであることがわかる。   

く例2＞ tまgbtであるがfineでない質的確率の例はつぎのようにして構成できる。  

∫1，∫2をし0，1〕区闇とし，Pl，P2をそれぞれ∫1，ぶ2上のルべ－グ測度の有限加法的拡  

張とする。ぶをぶ1，ぶ2によって構成する。すなわら，ぶの部分集合βはβ1＝β∩5、1，  

β2＝β∩5■2に分割できるとする。あるいは，ぶ＝（51，∫2）であり，βこ∫なるβはβ＝2  

（β1，β2）と表現してもよい。これは，∫を∫1×ぶ2とし，∫の部分算合として矩形β1×β  

のみをとるという考え方に－激する。このような∫の部分集合β，Cに．対し七β≦Cを，  

Pl（β1）くP2（Cl）がなりたつかまたは，Pl（β1）＝P2（Cl）のとき紅はP2（β2）≦P2（C2）がなり  

たつときであると定義する。   

このような宜的確率≦はfineでない。なぜならば，gの任意の花分割をβ乞（∠＝1，2， 

紘  
，乃）とすれば，∪β名＝∫がなりたつ。したがってニ，  

宜＝1  

7も  

（∪βす）∩5’1＝ぶ∩5■1＝∫1                    乞bl   

クl  

U（βtn5■1）＝β1  
名－1  

ク》 がなりたつ0もし，すべての∠について，夙∩∫1＝0であるとすれば，ぶ1＝∪（β乞∩5－1）＝  
豆Rl  

犯  

UOミ＝0となって矛盾を生ずる。したがって，ある．牝対してβタ∩5■1≠0がなりたつ。すな る一1   
わち，β7＝（β拍），βブ戚）とすれば，βプく1）≠0。5－2＝（0，ぶ2）とβタを比較すれば．  

Pl（β′（1））＞0ニPl（0）   
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がなりたつことから，  

β7＞∫2  

がなりたつ。こ・のようにして任意の分割は∫2よりも，より確からしい要素をふくむこと  

がわかる。したがって，≦はfineではない。いま，β≠Cとすれば，－・般性を失うこと  

なくβくCと仮定することができる。β＝（β1，βg），C＝＝（Cl，C2）とすれば，P（β1）くP（Cユ）  

または，ク（β1）ニダ（Cl），P（β2）くク（C2）がなりたつ。前者の場合は，♪（Cl）一夕（βユ）＞P（Gユ）  

を満足し，β1nGl＝0となるClと適当なG2から，G＝（Gl，G2）をβnG＝0となるよう  

に．つくる。後者の場合紅は．，P（C2）岬・P（β2）＞P（G2）を満足するG2紅よって，G＝（0，G2）  

をβ∩（；＝0となるよう紅つくれば，  
（12）  

タ（（βuG）1）＝ア（βェ）＋♪（Gl）くP（Cユ）   

あるいは，  

ク（（βuC）1）＝ア（βユ）＋♪（0）＝P（βユ）＝P（Cl）  

ク（（βし1G）2）＝ア（β2）＋P（G2）くP（C2）  

となるから，いずれの場合にも，タ（βuG）くP（C）となる。したがって，βuGくCがな  

りたつ。このようにしで，βくCならば，βuGくCを満足するGが存在する。すなわち，  

BとCがequivalentでないならば，BとCはalmostequivalentでないという命題がなり  

たつ。したがって：，この対偶命題βcCならばβ±Cがなりたつから，≦はtigbtである  

ことがわかる。   

＜例3＞ fineであるがtightでない質的確率の例はつぎa）ように構成できる。  

∫＝（∫1，∫g）とし，アユ，P2ほ例2と同様に・とる0β≦Cを，ア1（β1）十P2（β2）くPl（Cl江島（C2）  

がなりたつか，あるいは．，Pl（β1）＋タ2（β2）＝タ1（Cl）＋P2（C2）かつPl（β1）≦ア1（Cl）がな  

りたつことであると定義する。   

Pi（β1）＋P2（β2）がいくらでも／トさいβがつくれることから，この質的確率はfineで  

あることがまっかる。  

一・方，（ぶ1，0），（0，ざ2）を考える。（ぶ1，0）nG＝0を満足するGは，G⊂∫2を満足す  

る。すなわち，Gは，G＝（0，G2）となる。したがって，（∫1，0）UG＝（∫1，G2）と（0，∫2）  

を比較すれば，  

Pl（ぶ1）＋P2（G2）＞Pl（∫1）＝1＝P2（∫2）  

がなりたつから，  

（12）（βUG）ユ＝∫1（【l（βuG）＝（ざ1∩β）∪（∫1nG）ニβ1UG l   
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（ぶ1，0）UG＞（0，∫2）  

同様にして，（0，∫二）∩月’＝0となるガは，（ガ1，0）であるから，  

Pl（ガ1）＋P2（∫2）＞P2（∫2）＝1＝Pl（∫1）  

がなりたち，  

（0，∫2）∪茸＞（∫1，0）  

をうる。このようにしで，（Sl，0）と（0，S2）はalmostequivalentである◇ところが，  

Pl（∫1）＋為（0）＝1＝ア1（0）＋♪2（∫2）  

Pl（∫1）＞Pl（0）  

であるから，定義によって，  

（ぶ1，0）＞（0，ぶ2）  

をうる。このようにして，（Sl，0）と（0，、S2）はalmostequivalentであるがequivalent  

ではない。このような例がある以上，この盟的確率はtightではない◇   

く例4＞ fineでもtightでもない質的確率の例ほ，つぎのようなものである。  

S＝（Sl，S2，S3，S．）とする。B＝（Bl，B2，BB，B4）≦C＝（Cl，C2・C3，C4）をつぎのよ  

うに定義する。  

（1）Pl（β1）くPl（Cl）がなりたつか，  

（2）Pl（β1）＝Pl（Cl）であってニ，P2（β2）くP2（C2）がなりたつか，  

（3）Pl（β1）＝タ1（Cl），P2（β2）＝P2（C2）であって：，P8（β8）＋ク4（β4）くP8（C3）＋P4（C4）  

がなりたつか，または，  

（4）Pl（β．）＝タ．（Cl），P2（β2）＝P2（C2），為（βる）＋鳥（β4）＝鳥（C3）＋P4（C4）であって，  

Pる（β＄）≦ク8（C8）がなりたつ0  
杓  

いま・（0，∫2，0，0）を考える0任意の∫の分割β名（套－＝1，2，…，犯）は，£＝∫である以  

上，β£∩5■1≒0なるβ宜が存在する0 このようなβ乞は，  

ク1（βin∫1）＞0＝Pl（0，ぶ2，0，0）   

を満足するから，  

β£＞（0，∫2，0，0）  

がなりたち，例2と同じように≦がfineでないことがわかる。  

（0，0，ぶ‡，0），（0，0，0，∫4）をとれば，（0，0，∫3，0）nG＝0となるGは，G＝  

（Gl，G2，0，G4），Gl，G2，G4のうち少なくとも1つは0でないようなものである。した   
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がって，Gl＞0ならば事象の比較の定義1によって，G2＞0ならば2によって，Gヰ＞0  

ならば3によって，いずれの場合も、  

∫3UG≧∫4   

がなりたつ。また，∫4rlガ＝0なる任意のガ＞・0に対して，  

∫4∪月■≧∫8  

がなりたつことも容易にわかる。したがって，∫B＝（0，0，∫8，0）と∫i＝（0，0，0，ぶ4）  

ほalmost equivaien亡である。ところが，Pl（0）＝Pl（0），P2（0）＝P2（0），P3（S8）＋P4  

（0）＝P8（0）＋P4（ぶ4），P8（ぶ8）＝1－＞0＝P8（0）であるから，  

ぶ3＞∫4  

がなりたつ。すなわち，この≦は．tightでもない。   

ここで，∫ユの〝分割をβユ，わ ∫gの〝分割を昆両，範の〟分割をβ8，わ ぶ4の〝分割を  

β4，乙とすると，ぶ＝∪（β1，わβ2，わβ3，た，β4，l）がなりたら，  
かタIゐIJ  

Pl（β1，官（1））＝Pl（β1，畑〉）  

P2（β2，ク（1））ごP2（β2，植））  

P8（β8，ん（1））＋P4（β4，↓（1））＝タ8（β3，た（2〉）＋ア4（β4，～〈2））   

であり，  

P8（β8，九（1））＝P＄（β∂，た（2））   

であるから，  

（β1，£（1），β2，ク（1），β8，柏），β4，‘（1））＝（β1，霊（2），β2，プ∽，β3，慮（釘，及行招））  

がなりたつ。すなわち，（β1，名，β2，わβ8，た，β4，乙），（≠，。プ，ゑ，J＝1，2，… 一，〃）は∫の  

－・様な分割である。一億な分割は当然はとんど－・様な分割であるから，定理2紅よってニ，  

このような≦紅はとんど一・致する確率測度が存在する。   

上の4つの例からわかるよう紅，∫の任意個のほとんど仙様な分割が存在すること，  

fine，およびtightはそれぞれ独立な概念であることがわかる。   

ここで，すべての集合が可測であると考えるべきかどうかについて考えて載ることにす  

る。∫を体積1の立方体とする。賀的確率≦にStI■ictlyに．一散する確率測度Pは，平行  

六面体に対して，その体殻と一激する測度をあたえるようなものであるとする。このこと  

から，汐ヨルダン測度をもつ集合のこのPによる測度は，そのジョルダン測度に－・致す  

ることがわかる。ジ’ヨルタン可測でない集合については，そのジョルタン内測度とジョル   
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タン外測度が一・致しないのであるから，これらの間の実数な測度としてあたえることとな  

る。したがって，連続体の濃度だけの可能性がある。このうち，ボレル集合あるいは，ル  

ベーグ可測集合についてほ，他の数な選ぶことが可能である紅しても，そのルベーグ測度  

を確率測度と考えることは不自然ではないであろう。しかしながら，さらに．進んで，ルベ  

ーグ可測でない，あるいは，ボレル可測でないような集合の間の比較ということになれば  

現実的な内容をもたないように．思われる。一・方，狭い範囲の集合にのみ比較の対象をか  

ぎること軋現実的でなく，すべての集合が比較可能であるとする方が単純かつelegantで  

あるという考え方もあろう。しかしながら，幾何学的に．合同な集合紅対して同じ測度を  

あたえ，かつ，すべての集合に対しで定義されるような有限加法的な測度は，3次元以上  

の空間に対しては存在しないことがわかっている。すなわち，すべての集合が可測である  

とするならば，幾何学的に合同な集合がequivalent になるような比較は不可能なのであ  

る。すなわち，すべての集合が比較可能ならば，幾何学的に．合同な集合がequivalentで  

あるという概念をすてないまでも，ある程度修正するというようなこともやめて，むしろ  

このルべ－・グ可測でないような集合の比較をあきらめた方がよいよう紅思われる。   

すべての集合，すなわち，すべての事象の間の比較は行わないという考えに立つなら  

ば，当然すべての行動の間の比較もかならずしもできないことになる。これまでに．とって  

きたすぺての事象の問およびすべての行動の間の比較という考え方をすてて，事象，行動  

等に制限を加える。すなわち，比較可能な事象の族をボレル族，すなわち，∫の上のJ－ 

algebraとする。すべての結果の集合を可測空間すなわら，1つの0・－algebraをもつ集合  

とする。また，行動を事象の可測空間から結果の可測空間への可渕関数とする等の変更を  

加えるわけである。   

現代確率論は，可算加法性紅多く依存しているけれども，可界加法性を公理としてみと  

めることはしないで，それが利鳳できるときに．，有用な結果を塵ずる仮説として考えるの  

がよいというのがSavageの考え方である。   
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