
研究ノート  

個  人  確  率 （4）  

木 村   等・広 瀬 文 子   

3．5 fineの定義について   

本稿に．おいてほ，質的確率≦がfineであるといぅことを，1任意の事象β（：＞0）に対し  

て，ぶの分割β窟（よ＝1，2，…・…，乃）が存在して，  

β慮くβ  （査＝1，2，……，乃）  （a）  

がなりたつことであると定義した。これほ，Savageの定義と少し違っている。Savageほ，  

このβまくβを，動≦βとして一定義している。すなわち，任意の事象β（＞・0）に対して，ぶ  

の分割訊（∠－＝1，2，刷1・，乃）が存在して，  

（b）  β恵≦β  （去＝1，2，・・・，刀）   

がなりたつとき，≦ほ臼ne であるという。   

この節でほ，（b）の定義に．したがった場合どのような違いが生ずるかということ等，い  

くつかの問題について考える。そのために，まず，atOmを定義する。   

定義 事象βが，つぎの2つの条件をみたすとき，βはato甲であるという0すなわ  

ち，   

1．β＞0   

2．β⊃Cとなる任意の事象Cに対して，  

C主0 あるいほ C主β   

のいずれかがなりたつ。   

Bがatomであるということほ，0以外にB自身より1ess probableな事象をふくま  

ないということである。すなわち，βが0でないもののうらの最小のものであることを意  

味する。Atomは空間∫と，∫の部分集合の族に．対して定義された質的確率≦の両方の構造  
守  

紅依存するものであるが，言葉を簡略化するために文脈濫・応じて，∫がatomをもつ，あ  

るいは，質的確率がatomをもつなどと書くことにする。fineとatomをぢつこととの関  

係牢・ついてほ，つぎの定理がなりたつ0   
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個 人 確 率（4）  一一 5J－   53  

定理1質的確率≦がfineであるとき，∫が1つのatomをもつならば，ざほ有限偶の  

atomの和とequivalentである。   

く証明＞・∫の1つのatomを・βとする。いま質的確率≦がfineであるという仮定か  

ら，∫の分割βl（査＝1，2，‥，紹）が存在して，  

（1）  β乙≦β  （≠＝1，2，・・1，乃）   

がなりたつ。ここで，あるβioに対して，  

β官。くβ  

がなりたつとすれは，fineであるという条件から，この思わに対して，∫の分割Ci（∠＝1，  

2，‥・1，∽）が存在して，  

C£≦βま。  （∠＝1，2，・・……，沼）  

がなりたつ。C£ほ．∫の分割であるから，Cブ。∩βキ0がなりたつようなCプ0が存在する。  

すなわち，Cク0に対して，  

Cメ0「岳β⊂β かつ C叩∩β二＞0  

がなりたつ。βほatomであるから，  

CプOrlβ主β   

がなりたつ。したがって，  

β墓Cプ0∩阜≦Cプ0≦β官0くβ  

となり矛盾を生ずる。このことから，分割βi（わ＝1，2，1…‥‥，乃）のどの要素に対して－も，β電  

くβとなることほない。すなわち，βぇ≧β（∠〒1，2，・・…，〝）がなりたつこ・とがわかる0 した  

がって，条件（1）と雛合せて，  

β£主β  （i＝1，2，…，乃）  

がなりたつことがわかる。すなわら，Sほ，あるか町村して，Bとequivalentな事象の  

和集合であるととがわかる。   

また，あるβ官が，β宜1∪β豆2＝βま，β高＞0，β乞2＞0となるならば巨訊のかわりにβ官1，β官2  

をとることに．よって，∫の分割をうる。このとき，  

β宜1く－β乞≦β  

がなりたつこととなり，前と同様に．矛眉を生ずるから，β£はこのような部分集合をふく  

みえない。すなわち，β官ほatomである。このようにして，定理がなりたつこ辛がわか  

る。   

つぎに．，tightとatomをもつことの関係を考える。   
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定理2 5’が少なくとも1つのatomをもつならば，≦ほtigbtでほない。   

く証明＞ βを1つのatomであるとすると∫一βく∫となる。（∫－β）∩丘－＝0，β＞0  

を満足する事象Eをとると，g⊂β，茸＞・0であるから，E去βがなりたつ。したがって，  

（∫－β）し】E圭（∫－β）∪β＝∫   

すなわち，  

（∫－β）しjg≧5  

がなりたつ。このようにして，  

∫－β℃＝∫  

をうる。すなわち，S－BとSはequivalentでほないが，almost equivalentである。こ  

のような事象の粗が存在する．ことから，質的礁率≦ほtigbtではない。   

定理1紅よれば，fineである質的確率がatomをもつならば，ぶは有限個のatomの和  

集合とequivalentである。すなわち，   

ク1  

ぶ主∪βも  
i峨1   

ことで，Bi（i＝1，2，ハ・1・‥，n）はequivalentなatomである。このとき，Bi章0がなりたつ。  

なぜならば，β恵＞・0がなりたつことから，任志のβ（月宜nE＝0，茸＞0）に．対して，訊UEニ＞  

0は当然なりたつ。一方，0∩ダニ0，ダ＞・0となるダほ，＆がすべてequivalentなatom  

であることから，ダニ≧」凱がなりたつ。したがって，  

0UF≧0∪βf＝β乞  

がなりたつ。以上2つの条件から，動く＞0をうる。同様にして，  

βも∪阜メ牟βん  

がなりたつ。このように，且くCの関係にある2つの事象の間にβcCがなりたつような  

事象の細がいろいろ存在することからもわかるように，この質的確率≦はtightでほな  

い。   

このようにして，fineかつatOmをもつ質的確率ほtightでないことがわかる。したが  

って，fineかつtightである質的確率はatomをもちえないoすな牢ち，atOmiessであ  

る。atOmlessとは，最／J＼の事象がないとと，すなわち，いくらでも小さい事象が存在す  

ることを意味する。fineを（b）のように．定義した上でatomlessであるという条件を加えた  

ものが（a）によるfineの定義であろう。fineかつtightであればatomless匹なるから，  

tightの条件をつけ加えるのであれは，fineを（a）によって定義する必要、ほなく（b）によ   
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つて定義しておくので十分・であろう。   

いま，Sがatomをもつ場合，equivalentなatom紅確率測度1／nをあたえることにより  

量的確率を導入することができる。すなわち，β慮（わ＝1，2，…川‖い，児）を∫め分割であるatomと  

するとき，  

P（β）＝（夙¶βキ虻となる∠の個数）／乃  

として，βの確率測度を定義すればよい。  

旦≦C ならば P（β）≦ヂ（C）  

βl「C＝0のときP（βしノ【C）＝P（β）＋P（C）  

がなりたつことは容易に示すことができる。しかしながら，いま，Cがβと1つのatom  

β£の和であるとすれば，  

ア（C）コア（β）＋P（β五）＝P（β）＋1／乃  

がなりたつ。上に示したように，このようなβとCの間にほ，  

βく声C   

という関係がなりたつから，β〇CかつP（β）‘くア（C）となる事象β，Cが存在することに 
（1）  

なる。前節では，B＄Cのための条件ほP（B）＝P（C）ということであったが，これほatomiess  

の条件が加わった場合であって，atOmをもつ場合は様子が異なっている。  
（2〉   

つぎに，P6′に／ついて考える。≦はfineかつatOmiessであるとする。BとCがequivalent  

でないとすると山般性を失うことなく，βくCと仮定することができる。βこCである場合，  

C－－βニュ0  

がなりたつとするならば，β「】0＝＝0がなりたつから，  

（C－β）∪β≦．Ol」β＝β  

がなりたつ。一・方，β⊂Cであるから，  

（C－β）∪β＝C  

がなりたつ。したがって，上式ほ，  

C≦β  

となって，条件β＜．Cに矛盾する。したがって，C－β＞・0がなりたつ。ここで，≦は，  

fineかつatOmlessであるから，∫の分割C‘（わ＝1，2．…川，〝）が存在して，  

（1）木村 等・広瀬文子「個人確率（3）」『香川大学経済論叢」第45巻第5・6号，1973，   
134ぺ－ジ定理3の7。  

く2）Ibid．．，149ぺ－ジ。   
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C－β＞Gi   （査＝1，2，・…，花）  

がなりたつ。（C－β）∩β＝0であるから，  

（C一β）し」β＞βしjCg  （よ＝1，2，1・川，〃）  

すなわち，  

C＞βし」G乞   （トニ1，写，…，和）  

（3）  

をうる。すなわち，月⊂Cの場合にはP6′はなりたっているわけである。β⊂Cの条件がな  

い場合にもβくCであれば，  

βuG豆くC  

がなりたつということがP6′の意味するものである。β⊂Cでない場合にも，frineの条件  
（4）  

から，β⊂C，か≦βとなるかが存在することを定理3に．おいて証明した。ここでもし，  

β⊂C，β主βとなるかが存在することをみとめれば，C＞β主かであるから，C－β＞0と  

なり，  

か1」G£くC  （査＝1，2，…，〝）   

すなわち，  

βuGiくC  （よ＝1，2，…・，7Z）  

を満足する分割Gま（わ＝1，2，‥，〃）が存在することとなり，P6′がなりたつ。このよう紅し  

て，B＜Cがなりたつとき，B主D，D⊂Cとなる丑が存在すること，すなわち，Bとeqtliva王ent  

な事象がどこにでも存在するということから，P6′の成立がみちぴかれる。  

3′′6 条件つき確率  
（5）   

行動の間の条件つき選好関係は2．4に．おいて導入した。すなわら，かが空でない事象で  

あるとき，  

f≦g  glVenエ）  

という関係が考えられることを示した。ここでほ，さらに．事象の間に条件つき選好関係を  
（6）  

考える。32と同様紅，砧，fcを定義し，  

（3）このことからわかるように王bid・・151ぺ一汐の例は不適当である。  

（4）この証明は，Ibid…134・ぺ－汐に・あるが，fineであることを（a）に・よって定義した  

ことによって，か＜βとなっているが（b）によって一定義すれば，全く同様にしてか≦β  

をうる。  

（5一〉 木村 等・広瀬文子「個人確率（1）」『香川大学経済論設』第44巻第4・5・6号，   
1972，133ぺ一－ジ。  

（6）木村 等・広瀬文子「個人確率（2）」『香川大学経済論避．』第45巻第3号，1972，98  
ぺ－ジ。   
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fβ≦．fc・  glVenヱ）   

がなりたつとき，  

β≦C  glVenβ   

と定義する   

士≦g givenかの関係においては，∂以外の状態については無視されることから，かが  

軍事象でなけれは，  

β≦C  glVenヱ）   

がなりたつことと，  

β∩β≦C口上）  glVen∂  

がなり■たつこととは同等であるととが容易にわかる。さらに，β11∂，C「1ヱ）ともに．～かの  

状態をふくまないことから，上の関係は  

β∩ヱ）≦Cnβ  

と同等であることがわかる。このことから，つぎの定理がなりたつ。   

定理1≦が質的確率であるならば，≦如Venβもまた質的確率である。また，≦がfine  

またはtightであるならば，≦．given Dもまたfineまたはtightごある。   

≦がfineであるならば，零事象でない任芯のDに対して，≦given Dはfineであるo  

したがって，定理3から，≦．givenかとほとんど－激する唯1つの確率測度P（βlか）が  

存在する。これを∂があたえられたときのβの条件？き確率という。P（利か）はかの  

はとんど一億な〝分割功（よ■＝1，2，……，花）をもちいて，つぎのようにしてえられる0 す  

なわち，  

点（鋤iβ）＝maX〈再1恥≦即β）  

とおくと，  

卓堕乙竺－し空） 
p（βlβ）＝1im（ 

とかくことができる。   

一方，ぶのほとんど一億な∽分割β乞（之＝1，2，……，椚）をつくる。  

畑∽）＝maX（γl71三恥≦か‡  

lim【堅些塑＝P（か）  
仇→く¢  〝7   
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いま，烏（β，椚）＝邦とおいて，かのほとんど－・様な〝分割功（わ＝1，2，・・…・，〃），玖．≧β2≧  
，l  

・・…・，≧か詭をつくる。動の番号をつけかえて，β1≦．β2≦………くβれ，∪動≦βとなるよう  
宜－1  

（7）   

に．する。定理13と同様紅して，任意の自然数r（1≦．′≦〝）に対しで，  
γ γ  
∪塾≦∪上）£ 11  

がなりたつことがわかる。βゎβfがほとんど一・様な分割であることから，夙の任意のr－・1  

個と偶の任意の′十1個の間に，   

γ－1 γ γγ＋1  

し」β宜（7）＜し」βJ≦．1」か‘く∪上）f（わ               戸1    1   1   メ■1  

γγ■ （7）ある7・について，∪動≦∪β慮（1≦㌢・≦〝）がなりたたないとき，このようなタのう ・11  

ち最小のものをとると，  

ケー1 γ γγ－1  
∪β£∪βγ＝∪βt＞・∪上）よ＝∪かも∪かγ                 1       1    1   1  

r－1 γ－1  

がなりたつ。∪動∩βrニ∪か豆∩かγ＝0であるから，  

γ・－1γ一1  

∪βi＞∪か官 または βγ二＞βγ                   1     1  

γ－1γ－1   
がなりたつ。しかしながら，∪β乞＞∪β官がなりたつことは，γがこのような関係を 11   

みたす最小のものであるということに反する。したがって，βr＞かrがなりたつ○  

β”≧β籠＿1≧…い≧βγ再．≧βγて＞βγ≧かγ十1≧……・≧β耽－1二≧か花  

したがって，  

β几＞・かれ，β花＿1．＞か花－1，一，βγ．1＞βγ十1  

クも循           ∪βi＞∪ヱ）官  

γ＋1  r十1   

ケれγれ          ∪βも∪（し」βま）＞∪仇∪（∪上）電）                  1     γ＋1    1     γ・十1  

ク乙循           ∪β電＞∪♪£                    1     1  

7b犯  しかしながら，条件より∪動≦∪上）宜であるから矛盾する。よって，このようなrは存  

在しない。すなわち，  

γγ          ∪β官≦－」仇  （1≦：7≦二乃） 11  

がなりたつ。   
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一・59 －  個 人 確 率（4）  59  

なる関係がなりたつ。鳥（β，〝lか）＝ゐとすれば，  
＼   

た  
∪仇（メ〉≦β∩上）               ー1   

ブ   

がなりたつこ．とから，   

た－2  

∪β打タ）くβ∩ヱ）  
ブ■1  

がなりたつ。したがって，J＝々（β「1β，刑）とすると，  

′＝岬∩か，∽）＝maX〈γl菖．β∫（畑≦β∩β）  

．ニニムー2   

したがって，  

ニ  、 烏－2〝  

．  
∫・さて二′：・ ‥．－‥・二∴  

＝P（βlβ）・P（∂）  

ぞ（βl上））≦ア（β†「か）／P（β）  

をうる。また同様にしも鳥（か，桝）＝〝から・  

（1）  

ブー1 ％渇＋l         Uβ打わ≦か＜∪β£（グ）  

がなりたつ。ここで，かの虹1分割をつくり，か′g（わ＝1，2，……・，〟＋1），仇≦か′2く  

≦p′ル＋1とする0また，上のβfの番号をつけかえて，飢・≧β′2≧…2飢十1とす  

る。  

●  

％＋l     ％＋1          し」か′ヱく∪β′‘ 11   

がなりたつこ．とから，上と同様にして，   

γ一2 ケ  
∪飢（ブ）＜∪β′火力  

ゴーl  ノー1  

がなりたつ。したがって，J＝ゑ（β∩ヱ），ク乃）であるから，  

乙 る－2  

β∩ヱ）2∪β㌔（グ）＞∪β′（（ブ）  

汁1  グ‾1   

したがって，   
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尾（β∩ヱ），〝＋11か）≧J－2  

－ 6ク ー  60  

丘（β∩上〉，形＋1  

92＞lim震圭1im（克之／笠i）  1iIm   
乃＋1  

P（β1β）≧P（βnp）／タ（β）  （2）  

（1），（2）より，  

ぞ（βlか）＝P（β「1か）／ア（か）  

をうる。   

P（βnC）＝P（β）・タ（C）がなりたつとき，事象βとCは独立であるという。また，任  

意偶の事象についての独立性を，そ・の任意の有限個の組攣1，・・…，β乃について，  

P（∩豆βゼ）〒汀㌔（βJ）  

がなりたつことであるとして定義する。ヱ）が零事象でない場合，βとβが独立であるな  

らば，  

ぞ（β「り））＝P（β）・P（β）  

P（剰β）＝P（β「lβ）／ア（p）＝P（β）  

をうる。また逆もなりたつ。こ．のようにして，βとβが独立である場合，βはβと鱒関  

係であるという。  

軌をぶの〝分割とする。  

C＝Cr▲∫＝Cr′－（菖1βt）  

ケi  

＝∪（C什軌）  
宜ql  

P（C）＝P（塁1（C錘）〉  

＝革P（Cn夙）  
も  

＝享P（Clβg）・P（動）  

P（C）≒0のとき，  

P（β‘nC）  
p（β£1C）  

P（C）   

＿＿  P（Cl訊）・P（哉）   

～’p（Clβゾ）・P（βブ）  

t   
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個 人 確 率（4）  
・61  ーー 6J▼一  

がなりたつ。これがBayesの定理である。なお，P（B）≒0，P（C）≒0のとき，  

P（β「－C）【P（βlC）＿タ（Clβ）  
ア（β）・P（C） P（β）  P（C）  

をうる。f）（β）はβの確率であり，P（勘C）ほCが知られたときのβの碇率である。すな  

わち，P（βlC）／P（β）はC孟；知られたとき，βに対する碇率がどの程度変化するかとい  

う還である。上の等式は，このことと，βが知らかたときのCに対する確率の変化とが等  

しいことを示している。   

∫に対して確率測度Pが定義されているとき，ぶとPの組を確率空間とよぶ。確率測  

度は，ある∫の部分集合の族すなわら，可測集合族に対して定義されるのであるから，確  

率空間は，∫と可測集合族菩と確率測度グとに．よって定まるのである。5’にふくまれる  

すべての状態1Sに対して，集合gの要素．彩（S）を対応させる関数Ⅹを確率変数といぅ。  

集合ズの要素は本来何でもよいが，ズが実数である場合が通常あつかわれている。Ⅹ，y  

を同一・の確率空間の上濫定義された2つの確率変数であるとすれば，Z＝〈Ⅹ，yJをすべて  

のS∈∫について，g（ぅ）＝i方（s），。γ（s）iとして定義することによって，新しい確率変数  

をうる。Zの億服，ズの要素とyの要素の噸序のついた対であり，ズ×yすなわち，ろ y  

のデカルト横の要素である。同様な構成は，タブ個の値の組あるいほ，無限個の値の組につ  

いても拡張することができる。   

2つの確率変数Ⅹ，yについて，すべての事象の終端⊂孝，y。⊂㌢ただし，．定（s）∈晶，  

γ（・S）∈、yOとする，が独立であるとき，Ⅹとyは統計的に独立であるという。独立性の定  

こ義は，任恵の数の確率変数についても拡張できることは同様である。  

37 経験による確かさへの接近   

原因が同一・であっても結果はかならずしも同一・でほない不確実性をもった現象監つい  

て，経験すなわら観測をくりかえすならば，次第紅原因が何であるかがはっきりしてくる  

という通常みとめられて：いる原理紀聞して，個人確率論的に定式化するのがこの節の目的  

である。   

ここで，サイコロの例をあげるのであるが，サイコロの確率は頻度論的に．解釈され，か  

ならずしも適当ではないが，理解をたすけるため紅簡単な例をあげる。正しいサイフロA  

と，1の目が出る確率が％であやような盃んだサイコロβがあるとする。いま，手にして  

いるサイコロがどちらであるかを知るために，何回もサイコロをふってみる。100回ふっ  

て1の日が23回出たとする。このようなことは月のサイコロでは起りにくいこ．とであり，   
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劇方βのサイコロでは追ってもおかしくないことである0そこで，このサイコロはβであ  

ると判断する。さらに，ふる回数をふやして，200回のうち42回1の目が出，さら紅1，000  

回でほ197回1の目が出たということになれば，サイコロがβであるということば，より  

信頼できること紅なるであろテ。このようなことがこの節の問題なのである。   

上の例紅おいては，原因ほ，サイコロがAであるのか，βであるのかのいずれかである。  

一般紅原因としては考えうるすべてをつくさなければならない。したがって，1つ1つの  

原周ほ，世界ぶの分割と考えることができる。そこで，原因として：の∫の分割を哉（よ＝1，  

2，，雛）とし，βバこ対する個人確率をP（β乞）＝β（よ）とする。上の例では，このβ（g）ほ問  

題のサイコロがAであるのか，βであるのかに対する個人的，先験的確信の度合である0  

っぎに．，7・番目の観測聴果を釣とかき，観測ほ互い紅独立であるとする。上の例では，サ  

イコロをふったときタ番目に出た目が1の目であるかとうかということであり，この例で  

ほ当然観測は独立である。このようにして，観測値の列藩1，払方3，…は条件βゼのもとで  

独立な確率変数の列であるとする。また簡攣のために，・方rは南限個の他のみをとるとす  

る。なぜなら，この有限性の仮定をとり除くことは可能であるが，そのために，我々の考  

えたい木魚的な問題以外に数学技術上の問題を生ずることになるので，このように仮定サ 

るのである。ここで，さらに一桁ほ有限偶の整数の魂なとるとしてもー・般性を失うことほ 

ない。Ⅹ（乃）＝（れ，．方2，一川，∬鶴）によって，確率変数列ガ1，方2，…の最初の〃個をあらわす0 ま  

た，Ⅹ（犯）を簡単のためにⅩとかくこともある。いま条件βJのもとで，すなわち，β£にふ  

くまれる状態5が呉なるとき，γ番目の確率変数・和が弊定の他動をとる確率を∈（恥＝）  

とかく。すなわら，  

♪（一方γ（．ざ）＝．ガ㌢l哉）ごぎ（・％，＝）  （1）  

とする。条件β£のもとで．方γが独立であるから，確率変数の組i・方1，・方2，，」方氾〉が特定の  

値の組（∬1，．∬2，‥，恥）をとる確率P（方l哉）は，  

P（∬tβ！）ニP（．ガ（ざ）＝†・方1，ガ2，‥‥，・方乃〉l筏） （2）   

Tl  

＝【ほ（．町＝）  
γ覿1   

となる；ここで，．方コ（．方1，，∬2，・・，．‰〉 をCとして，＄ayesの定理に代入すれは，  

坐し至ら控堕道  
革ク（・方博グ）P（βノ）  

P（∬lβヂ）  
P（哉】∬）＝   

ダ（C）  
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β（≠）口；（恥＝）  

（3）  

革β（ブ）n∈（ズγり）  
7     γ  

をうる。   

P（β‘l芳）ほ，寛が観測されたという条件のもとで原因哉の起る確率，上の例では，  

ユ，000回申197匝Ilの目が出たということを知ったとき，問題のサイコロがβであるという  

ことに．対する確率の程度であって－，事後確率とよばれるものである。（3）からわかるよう  

に，β（≠）が0であるならば，エの如何なる値に対しても事後確率♪（β‘卜鴛）ほ0である。  

このことは，起りえないと確信していること，あるいは，事実上不可能なことは，如何な  

る証拠からも結論づけることはできないということを意味してこいる。草た，同様に僧識的  

なこととして：，夙のもとで・鴛が起らないならば，すなわち，P（・ガト軌）＝0ならげ，β名の  

事後確率ダ（玖」亘）もまた0である。   

2つの原因すなわち，分割の2つの要素β1，β2に対する∬カ；観測されたときの事後確率  

紅ついで比較をこころみる。すなわち，  

旦草しし曳＝旦辿． 
【        P（β2l・方）β（2）nぎ（一％γ12）  

γ  

＝・′（∬γ）  

＝・柚  

把．ついて考える。分母，分子ともに．0ならば，この比は意味をもたないし，考える必要も  

ない。また，分子が0でなく分母が0である場合，この比ほ無限大になってしまうが，こ  

のような特別な場合も除いて考えることにする。j～′（∬γ）および虎（∬）は，それぞれ一方γお  

よび∬カミあたえられたときのβl，β2の尤度比とよばれており，統計理論上重要な量であ  

る◇最初にあげたサイコロの例のうち，100回申23回1の冒が出たという場合について，  

こゐ塵を求めれは，  

」づ狙建 
一一 ＝（号）23（宏）－・1  

（12‖（‡）28（‡）77  

となる。   
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Ⅹが観測されたとき，点が特定の値をとる破率について考える。β1が寅であるとき紅起  

るような。芳＝董．γ1，．尤・2，′川′・，．方れ！の値匿ついてガが十分大きい場合を考えると，このような方  

の，条件β1のもとでとる確率ほ，他の条件β2のもとでとる確率より大きいであろうから，  

月の値ほ大きなものとなるであろう。もちろん，P（β1）＝qの場合は条件付確率P（・れ勘）  

は無意味であるから考えない。また，β1の条件何分布とβ2の条件何分布が等しいときに  

は，P（月′（．方↑）＝1β1）＝1となって，β1とβ2を区別することは不可能であるから考えな  

いこととする。すなわち，ぞ（β1）ニ0，P（忍′（完γ）ニ1iβ1）＝1とならない場合，任怒の  

0≦．β・く∞に．対して，  

iimダ（R（．方）≧Plβ1）＝1  
托一→co   

がなりたつこと，すなわち，観測回数を増加すれほ，光度比はいくらでも大きくなること  

を示す。その長め紅，P（γγIβ1）＞0かつ♪（ぷ′′！β2）＝0となるような∬7が存在する場合  

と，このような．机が存在しなIr、場合にわけて考える。   

寛1の場合，すなわち，P（・和一β1）＝！（・芳，il）＞・0，かつP（・芳クlβ2）＝f（・先γ12）＝0  

となる∬ァが存在する場合。条件β2のもとでの生起確率が0でな斗Ⅵが，条件β1のもとで起  

る確率を¢とする。郎．方712）≒0であるから，  

斤′（∬γ）＝f（ズγ11）／ぎ（方γt2）くこつ  

がなりたつ。したがって，  

¢エア（忍′（芳γ）く∞lβ1）  

とかくことができる。g（方γ！1）＞・0，ぎ（ガγ】2）＝0となる方γが存在するという条件から，  

月′（ズγ）く∞となる．芳■7ほ，β1のもとで起りうるすべての値をカバーしていない。したがっ  

て，  

¢＜1  

わについての独立な観測を乃回くりかえすとき，ぎ（尤γ11）＞0，∈（れ12）＝0となる一方γ 

が起らない，すなおち，〝回すべて足′（笈・？）・く∞である確率は，  

ア（皮（．方）一く∞1β1．）＝P（点′（一方1）・虎′（．方2）・…・点′（．方先）“く∞1β1）  

＝P（虎′（方1）く∞lβ1）・P（丘′（．方2）く∞1β1）・‥・・ク（点′（。方ナl）く…lβ1）  

＝¢花  

となる。したがって，f（∬ナ11）＞0，f（ガ，l2）＝0となる．方ヶが，〃回のうち少なくとも  

1回埠卓確率ほ，1－¢佗である。この場合，忍′（・方γ）＝宣（・方γ11）／∈（方γ】2）＝≡いCくとなるか   
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ら，当然屈（一方）＝∞となる。したがって－，  

ダ（点（方）＝∞lβ1）＝1－¢托   

したがって，  

1imP（点（∬）＝∞lβ1）＝iim（1一軒）＝1  
免一す∞ 花・－す00  

がなりたつ。すなあち，尤度比丘（・方）が有限にととまる確率¢彿はいくらでも小さくなり，  

光度比丘（方）が∞である確率が1に・近づくことがわかる0   

寛2の場合，f（．方γtl）＞・0，かつ∈（方γ12′）＝0となる焉↑が存在しないとき，すなわち  

¢＝1の場合。∬γは有限個の値のみをとることを仮定したから，点′（方ヶ）＝れγγ11）／f（ズ7  

12）もまた有限個の値のみをとり有界である。したがって，log糾方γ）ほ，独立かつ有界  

な確率変数となる。いま，  

∫＝E（log忍′（方γ）1β1）  

とすれほ，大数の弱法則に・よって，  

盟P埴og拍））／乃一坤g抽）lβヰど－β1）＝1（4）  

となる。また，   

池  
∑log皮′（完7）＝log（fI忍′（一方ヶ））＝log忍（方）  

γ－1 γ  

であるから，（4）式のクの中の不等式は，  

llog忍（方）／ク2－Jl≦ど  

とかける。したがって，  

震≧log忍（．方）／〝－∫．≧－e  

log忍（定）／，ヱ≧才一ど  

log皮（．方）≧〃（才一∈）   

したがって，  

皮（．∬）≧βね（J－ど）  

をうる。これを（4）式匿代入すれば，  

limP（忍（∬）≧β′l（′‾eこ1β1）＝1  
7i－すく衿   

をうる。  

J＝β（log皮′（・方γ）lβ1）   
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（8）  

＝属（－log忍′‾1（∬γ）lβ1）  

（9）  

≧一logβ（忍ト1（・方？）lβ1）  

＝－logl  

＝0   

ここで，等号がなりたつのほ，すべての芳rにづいて，忍′‾1（∬，）が同一・の値をとるときで  

ある。  

′卜・…：・：．  蔓ユ 
＿  

1） P（αrlβ1）  

であるから，これがすべての7に対して－一定であるのは，第1の場合ほ，すべて申・方↑が等  

しい場合であるが，これほ結果が唯1つしかないという場合であって，ここで問題として 

いる不確実性のある場合ではない。簡2の場合は，すべてのみに対して，この比が一億値  

入である場合である。す・なわち，  

ヽ （8）線形空間の凸集合で定義された実数観閲数ノ（．γ）が，定義域紅属する任意の2点∬，  
γとα＋β＝1を満たす任意のα，β＞・0に．対して，  

ノ（α一方＋βγ）≦α．／（∬）＋βノ■（一γ）  

を満足するとき，関数ノ（ガ）ほ凸関数であるという。グラフ  

で示せば右図のように二，関数が常に弦の下に・なっている。  

また等号が成立するのほ，∬＝．γとなるときのみであること  

ほグラフから容易にわかる。いま，－logノ方ほ，0＜－∬・く∞  

で凸関数であることがわかる。上の2点およぴ2つの係数  

は数学的帰納法紅よって，任意の有限の乃に容易紅拡張す  

ることができる占一方，凡＝ア（軍′一1（ズヶ）lβ1）は，有限個  

かつ∑P，＝1を満足するから，  
γ  

β（－log（忍′‾1（ズ，））lβ1）＝∑（－log点′‾1（一方γ））P（点′（∬γ）lβ1）  
γ  

≧“log（∑属′‾1（．光γ）・P（虎′（∬γ）lβ1））  
クー  

＝・－logE（忍′‾1（∬γ）lβ1）  

（9）畔1（∬γ）lβ1）＝ヱ唯主計子‡lβ1）  

ぞ（∬，l2）  
P（∬γ1β1）  ＝∑   

；∈（∬γll）  

＝ヲ抽tl）  

＝三′∈（．方・γl2）  
？－   

＝1   
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＝入  （γ＝1，2， ，〝）  

一一・67 一一  67  

∈（∬γl2）  

∈（方rll）  

このとき  

入＝九・1＝入（∑ぎ（ガγ11））  
γ  

＝∑入∈（一方r11）  
γ  

＝・ぎ（畑1）  

＝∑ぎ（∬γ12）  
r  

＝1  

をうる。したがって，すべての・桁紅対して，この比が1となることになる0すなわち，  

P（R′（一方）＝11β1）＝】∴ 

となることであって，このような場合は，β1の条件付分布とβ2の条件付分布が等しいと  

きであり，β1とβ2を区別することほ不可能であるから考えないことにしているも申であ  

る。したがって，上の不等式の等号がなりたつことほない0 このようにして，  

∫＞0  

をうる。したがって，十分小さいど＞0に対して，  

∫－ど＞0   

がなりたつから，  

limβ花（∫－ど）＝CO  

陀－ぅー00  

がなりたち，任意の0≦pく∞に対して，  

limP（皮（方）：≧g佗（卜占〉．≧plβ1）ニ1  
川→00   

がなりたつ。  

1imア（虎（一方）．≧βlβ1）＝1  
†】・・・－◆00   

において，  

点（∬）2p   

疫ついて考える。  

ニ昔岩月（芳）2・昔話‡β＝〆  

P（β1l∬）  

P（β2t．方）   

P（β1け）  
．1・   P（β2l∬）≦   

p／  
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β（1），β（2）ほ定数であるから，〆は任意にとれる。したがって，ぞ＝1／〆とすれほ，  

1imP（P（β21ズ）くelβ1）＝1  
ルー・‘ゝ00  

がなりたつ。とれほ，β2によ＝1以外のすぺてのβ名を代入しても，常紅なりたつ。  

草P（：β富1∬）＝1  
も   

であるから，   

ケ1  

∑P（β£l．方）≦（乃一1）ど  
£J2  

P（β11ズ）＞1一（〝【1）∂＝α  

ユimア（∑タ（β＝ガ）≦（〃－1）ど巨軌）＝1  
れ‾‾ゝ00慮ヰ1  

1imf〉（P（β1l．先・）＞α1β1）＝1  
ケと－，00   

ただし，αは1に．近い任意の数とする。結局，夙が原因であるとき，観測をくり返した結  

果，そ・の観測の条件のもとでβ1であ 

が，観測を増加すれば確率1でいえるということである。   

観測がなされていない時点において，観測を行ったと仮定して正しい結論をうる確率に  

ついて一考えてみる。すなわち，特定の観測がなされた上での問題としででほなく論理の問  

題としての観測と確率紅ついて考える。原因が月1であるとき，観潮∬にもとづいて原因  

をβ1とする確率がαより大きい確率ほ，  

ク（P（β1トスウニ＞αIβ1）  

であり，原因がβ2であるとき，観測∬にもとづいて原因をβ2とする確率がαより大き  

い確率ほ，  

タ（P（β2l尤）＞・αlβ2）  

であり，  。したがっで，観測gにもとづいて正しい結論を得る確率は，上の確率の期  

待値であるから，  

革β（∠）P（ク（風＝∬）＞・αI哉）  

とかける。ここで，β（よ）（査＝1，，∽）ほ0でないとし，相異なるi，ブに対して，∈（∬，！  

j），ぞ（、芳γl力が相異なる分打であるとする。このとき，観測回数乃が大きくなったときほ  

前に示したように，とのP（P（βilズ）＞α巨軌）も1に近づくから，期待値もまた1に．近  

づく。すなわち，観測回数が増加し，データがふえれば大きい確率で正しい結論をみちぴ   
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きうると高く評価してよいということである。ここでほ，論理の問題としての観測と，正  

しい結論をうる確率との間の関係について論じたが，特定の観測にもとづいての判断につ  

いては節をあらためて論ずる。  

38 事象のSymmetIic sequence   

観測の系列から，ある事象の起る確率を推定することほ統計学における重要な問題の1  

つである。客観主義的な立場からは．，この間題ほ届要であるのみならず自然である。なぜ  

ならば，こめ立場にたつならば，たとえば1つの貨幣をなげたときの表の出る確率ほ，こ  

の貨幣についての実験紅よってのみ決定しうるものであって，他のいかなる方法によって  

も決定しえないものであるからである。しかしながら，個人確率の立場にたつならば，い  

かなる確率も当該個人にとって未知ということはありえない。あるいほ，未知でないとい  

えないまでも，少なくとも自分白身に問いかけることによって－のみ決定できるものであ  

り，外の世界に問いかけることを必要としないてあろう。このように，この立場からは統  

討学の典型的な問題の1つをとりあつかうことができないのである。このことは，個人確  

率の概念がまちがいであるか，あるいほ，少なくとも不適当であるというととを「示すもの  

として考えられてきた。したがって，このような問題をとりあつかうため紅は，客観確率  

と個人確率の両方を含むような理論を展開する必要があるように考えられる。しかしなが  

ら，de FiIユettiはその必要ほなく，薫幣をなげた場合の勝率もまた主観的確率としての  

解釈が可能であると考えている。本筋はこのような立場からの考え方の大要を述べること  

jこする。   

Ⅹγを0，1のみをとる確率変数列とする。Ⅹ，ほまた，事象鴛′（S）巴1，ガγ（・S）＝0の系列で  

あると考えてもよい。ガヶ（．ざ）＝1が起る確率を♪とすれば，み（ぶ）＝0の起る確率は1－♪  

であり，ごれらの事象が独立ならば，任意の0と1からなる有限系列∬1，∬2，…・，恥に対   

して，  

P（尤γ（．s）＝ズγ；7・＝1，2，‥，〝l♪）＝♪y（1－♪）池‾y  （1）  

がなりたつ。ここで，．γは∬1，．鞄，……，∬γlに含まれる1の個数である。いま，世界ほいく  

つかの飢に分割されているとし，あたえられた月宥町対して，Ⅹγほ，P（∬γ（S）＝11βg）＝  

♪（∠）をもつ独立な事象の系列であるとするならば，0，1の任意の有限系列．方1，鞄，…・∴川，∬花  

をうる確率ほ，（1）の混合  

P（γγ（ざ）ニ弟；′＝1，2，……，〝）＝革♪（∠）y（1一拍））乃■yク（β∫）  
l   
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となる。これを－般化して，  

拍γ（S）＝一針；7・＝1，2，……，乃）＝．∫鍬1－♪）7もー如〃好（♪）  （2）  

とかく。  

P（一方γ（s）＝方7；㌢＝1，2，…，グ7）＝P（ズγ（S）＝一方γ；γ＝＝1，2，‥…，邦；方7hl（S）＝0）  

＋P（∬γ（・S）＝一方7；タ′＝1，2，‥…，〝；．方犯．1（・∫）＝1）  

がなりたつこと，およびP（桁（．s）＝ズ′；γ＝1，2，……，〝）ほ系列．方1，．焉2，，．方柁のうちの1の  

個数紅よって定まり，順序に関係なく♪訂（1一夕）花‾打となることから，任意の有限系列に  

対して（2）式がなりたつことは，任意の邦に対して，すべてが1である確率が，  

、いlい・  

であることと同値である。ここで，財ほ1の起る確率♪紅対する確率分布である。個人確  

率は，個人が自分白身に問いかけることによってのみ決定できると述べたが，問いかける  

のは結局，個人のもつ経験に問いかけるのである。したがって，経験が十分でないときは，  

1つの櫨にすることはできず，ある程度のあいまいさをもつことになる。これが♪の確率  

分布〟（♪一）であると考えられる。ある状況のもとで，このように定まる確率分布〃（♪）を  

先験的確率分布とよんでいる。ここで受払経験を重ねるならば，事象の生起確率♪に対す  

る評価ほ変化する。すなわち，確率分布〟（♪）が変化するという立場に立つこととする。  

i記問題をとりあつかうために，つぎのように定義さカiるSymmet王icsequenceを考え  

る。   

0，1のみをとる確率変数の列Ⅹ↑について，1の個数が∂個，0の個数がC個あらわれる  

確率が数∂とCのみによって定まり，1，0の生起の有限系列にほ関係しないとき，このⅩγ 

をSymmetricse？uenCeというo  

（2）式から容易にわかるように，独立な事象の列の混合はSymmetric sequenceであ  

る。De Finettiは逆もまたなりたつことを示している。これを定理の形にまとめれほ，  

つぎのようになる。  

定理1 0，1のみをとる確率変数の列ⅩγがSymmetric sequenceであるための必要か  

つ十分な条件は，あたえ．られたガに対して，∬㌢（ぶ）のすぺての〝個が1である確率が  

J♪棚（♪）  

を満たすような，区間〔0，1〕の上の確率測度〟が存在することである。このような粂   
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件を満たす2つの確率測度朋1几㌢について，〔0卜11の部分区間βに対↓て，  

〟（β）＝几ダ（β）  

がなりたつ。   

たとえば，ある個人が「この貨幣の表の出る確率は知らないけれども，たかだか％であ  

ることほ確かだ」と言ったとすれほ，こ．れは，「この貨幣をなげたときにえられる表，裏の  

生起系列はSymmetric sequenceであって，このとき定まるMは〔0，％〕で確率測  

1をもつ」ということを意味する。したがって，邦画ひきつづいて1の出る確率ほ，たか  

だか（％）托となる。  

いま，  

1 
虎兜＝∬γ  

搾1   

とすれば，  

釈元几l♪）＝♪，y（元乃l♪）ニ廻 〃  

limP（斎mく♪＋どl♪）＝1  
花‾‘■‘＞co   

がなりたつ。したがって，  

盟P（嘉”＜∂）＝よ空J顆く軒占≦81♪）d〟（♪）  

＝よ禁Jp＋6≦∂ 1♂叫♪）  

＝豊J：£1d叫♪）  

＝〟（♪く∂）  

をうる。このことほすなわち，人は将来の多数の観測の平均値ほ，♪と大体同じように分  

布すると考えるというこ．とである。   

つぎに，Symmeticsequenceのほじめの竺個が観測されたとき，この観測にもとづい  

て，人ほこの後の系列がどのようにあらわれると考えるであろうか。まず，SymmetI■ic  

sequenceであるということは変わらないであろう。こ．こで，y個の1とn－．y個の0から  

なる有限系列ズ1，ズ・2，・，．％常に対して，  

方（．γ，”一・γ）＝勒しぎ）＝紺〒1，2，…1，”）＝J舛1－♪）領一yd叫♪）   
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とかくこととする。このとき，  

タ（．方q（・S）＝称甘割付1，…‥，”＋研いγ（S）＝・方γ；γニ1，2，… ，〝）  

些L（史三竺らヱ三蔓量二二二二二也  
＿  

P（Y，イs）＝でγ；7・＝1，2，＝・L，乃）  

汀（γ＋z，（〝－γ）＋（7アヱ～g））  
（3）   

汀（．γ，乃一一γ）  

ただし，Zほ0，1の有限系列γ机1，方円＋2，・・…，一方花十仇に・含まれる1の個数である。このよう  

な系列の生起確率は，方1，・方g，…，・方九＋mのすぺての系列から最初の〝個の系列が，ズ1，方2，   

，∬れとなるものを選びだし，その中での確率を考えればよいから，  

方（γ＋g，（雅一プ）＋（〃7－【g））  
（4）  好′（g，タ〝山g）＝   

汀（一γ，乃－．γ）   

をうる。すなわら，Xn．1，‖ …，方n．偶は（4）によって規定される新しいSymmetricsequence  

である。この新しいSymmetIic sequence阻対応する確率測度なM′とすれほ，  

†■♪棚（♪）＝7r廟0）  

＝竺（ど±空1竺二旦L  

方（。γ，〝－γ）  

♪y＋仇（1－♪）乃‾yd〟（♪）  

方しγ，〝－カ  

＝†♪机葦崇㌃d〟（♪）  

がなりたつ。このことから，＝），1〕のボレル集合βに対して，  

〟′（β）＝＝冗rl（γ，ね－・γ）Jβ舛1－♪）クいyd且オ（♪）  

がなりたつと考えてよいであろう。   

このことから，たとえば，〟（β）諾0ならばル㌣（β）＝0をうる。このことは，人が♪は  

β紅含まれないと考えたならば，いかなる論拠をもってしても「βにほ含まれない」とい  

う彼の意見を変えることほできないことを意味する。また，♪の1つの値に対して〝が1  

となる場合すなわち，人がある特定の値♪0紅対して確信をもつならば，  

汀（・γ，〝－・γ）＝J舛1－♪）沌←y叫♪）＝九γ（卜♪0）和一y  
となり，ノば′もまた♪○において－確率測度1をもつ。このような場合を除けばル㌢は〟と異   
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なるものとなる。すなわち，経験によって意見が変わるのである。  

刀回の観測の後の♪の分散は，  

篭㌍㌔－－－‡竺  
y＝J♪2d〝（か（J♪d㈹）2＝  

（．γヰ・1，乃－プ）  

である。  

d〟′（♪）＝ニ花‾1（γ，ナZ－．γ）・卵（1一♪）柁‾γd〟（♪）  

に．おいて，〟が一・棟分布であるとするならば，  

汀（・γ，〝－・γ）＝J：舛1－♪）町呵桓諸（軒1，〝…ク十1）  

となるから，  

＿β（．γ十3，〝－．γ＋1  
一（浅紅号i芸琵一汁 〉2  β（．γ＋1，〝・－．γ＋1  

（ッ＋2）（．γ＋1）  
（ガ＋3）（兜＋2）   

＝言古・（意＋まト（トー芸寸言）・  

1  

（1霊）‥  

幸吉・意（卜芝）  

となるから，．γ／符を一足濫して紹を大きくすれば，y鱒0に・近づく。すなわら，分散はい  

くらでも小さくなる。〟が－・様分布でない場合も同様なことが示せる。   

上のことは，結局，十分長い系列について観測が行なわれた後紅は，♪の分散が小さく  

なる。すなわち，観測値一γ／紹の近くの♪の値に確率測度が集中する。このことほ，経験  

をくり返した後に．は観測値に近い値に確信をもつようになるということであり，前節と同  

様の結果が導かれる。   
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「個人確率（3）」『香川大学経済論叢』第45巻第5・6号，1973  

正  表   

誤  

満足するC⊂βが存在する。  

β£∩β7＝0（よキ．メ）であるから，  

βuG．≧Cかつ，CU〃二≧βがなりたつ   

とき，   

βしjEl三≧G  

CUE2≧〟  

GU耳≦（βしjEl）∪（Cリガ2）  

βuC≦（Gリガ）∪ダ  

β≦GUEl，C≦ガUE2  

βUC≦⊃．（GUEl）∪（ガ∪β2）  

＝（Gリガ）リガく∫主βUC  

βU古くGとなるような  

（βUC）UE′≧GU月■  

（β∪β′）UC≧GU月■  

定理11によって，  

βUE′，≧GまたほCニ≧ガ   

G＞βし」β．＞βリガ／   

βUE′≧G   

C．≧〟   

β∪βくG≦二C   

C二≧ガをもちいて，   

Cリガ′′≧ガ∪β′′ 

〃UE′′．≧G   

G．＞・βUEがなりたつから，  

（5）  

定理11の系1 に．よって，  

C≦βUEl＜βUE＜G   

満足するCが存在する。  

哉∩β7＝0であるから，  

βUG＞Cか、つ，Cリガ＞・βがなりたつ   

とき，   

β∪β1＞・G   

Cuβ2＞ガ  

GU好く（βしJβ1）∪（Cリガ2）  

βし」Cく（Gリガ）∪ダ  

βくGし成1，CくガしJβ2  

βUCく（Gし畑1）∪（ガリE2）  

＝（GU旦）∪旦≦．∫主βUC  

βUE≦二Gとなるような  

（βuC）しJE′＞GUガ  

（β∪β′）UC＞Gu〟  
（5）  

定理11の系1 によって，  

βUE′二＞GまたはC＞〃   

G≧βuE＞βリガ′   

βし」丘：′＞G   

C．＞ガ  

β∪β≦G≦C  

C＞〃をもちいて，   

Cuβ〟二＞〟∪β′′   

ガ∪β′′＞G   

G：≧βUGがなりたつから，  

定理11の系1に．よって，  

CくβリガlくβUEくG  
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誤   

かならず右辺の方が  

ブ立恥く（た∈！1β細）∪銑  

£生餌二E川∪（豆蔓．㌔官）  

右辺の方が  

ノー三βぇ（プ〉≦（ん∈1恥）∪β£  

藩乱1し」（乞ゴ＋丹）  

ダブilG花≦ダブくG′花≦G′′彿  

β1しlガ≧C花．1UG机1∪Ⅴ（定理10に 

よる）   

βUG三≧C，CU仔2三β  

定理3の系から，  

ならび紅対応づけるとする。この1  

つの要素とβの和よりも、 

存在することを主張するのは，  

βし」G2ニCがなりたつ。  

P（C）≦ア（βuG）＝P（β）＋P（G）  

旦≦Cリガがなりたつ   

β⊂∫なるβはβ＝   

矩形β1×β2   

′ 

1定理1。の系  

による）  

βUG＞C，CU〟＞β  

定理3の系1から，  

ならびの和よりも  

存在することほ，  

βUG＞Cがなりたつ。  

ク（C）くP（βUG）＝P（β）＋P（G）  

4∠β＜Cしノガがなりたつ  

β⊂∫なるβほβ＝2   

矩形β1×β  

「個人確率」（3）『香川大学経済論叢』弟45巻雄5・6号，1973，139ぺ′∬汐10行目  

のはとんど－・様な分割を117ページのように定義すればこのような結論ほ出せない。  

しかし，ほとんど一億な分割の定義に等号を含めれほこのような聴論に・達する。また，  

他の命題については後者のように定義してもすべてなりたつ。   

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ




