
研究ノート  

カ イ 自乗統計量に・ついて  

木  村  ・等  

1．2×2分割表   

カイ自乗統計盈をもらいて検定の問題をあつかうものとして，分割表の独立性の検定が  

ある。最初に，最も簡単な2×2分割表について－述べる。2×2分割表は，表1のように 

データがA，β2つの軸について，それぞれ2つの  

組に分類されているものである。Alβ1，Alβ2，A2β1，  

A2β2の4つの組にふくまれる度数を∬1l，方12，ズ21，  

方22とかく。このようなデータがえられる状況とし  

ては，つぎのような3つの場合が考えられる0すな  

わち，  

（a）一つの母集団から抽出された乃個の棟木  

表 1  

を，A，βについて，2重分類した場合：この場合∬£メは組A名βグにふくまれる標本数で  

あり，この組におちる母集団確率をメ煩とすれば，表1の分割表に対応するサンプルをう  

る確率は，  

／バ  

九．∬11九2∬12♪21∬21♪22∬22  （1）  ♪（∬11，．方12，．方21，ガ22）   
∬11！∬12！ガ21！ガ22！  

となる。ここで当然♪11十♪12十♪21十♪22＝1がなりたつ。周辺確率を  

♪1．＝♪11＋♪12， ♪2．＝♪21＋♪22  

♪．1＝♪11十♪2l， ♪．2＝♪12＋♪22  

とかくこと紅すれば，A，βが独立であるという仮説ほ   

仇：れ＝♪i．♪．グ（よ－，ブ＝1，2）  

とかくことができる。このとき（1）は  

（2）  

〃！  （♪ト♪り）れ1（九．♪．2）∬12（♪2．久1）ズ21（♪2．．♪．．2）∬22   ♪。（∬11，∬12，∬2．，∬22）＝   
．ガ11！∬12！ズ21！∬22！  
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－ 65 －  カイ自乗統計量紅ついて  65   

JJ！  ♪いゃ1十∬12♪2．∬21＋∬22れ1∬11＋∬21♪．2∬1g＋∬22  

九．rl♪2．r2♪りCl♪．2C2  （3）  

∬11！∬12！∬21！∬22！  

紹！  

∬1ユ！ガユ2！∬21！∬22！  

となる。  

ここ．で，  

♪1．＋♪2．＝1， タ．1＋♪．2＝1 

であるから，♪1り♪2．のうちの1つ，♪り，♪．2のうらの1つ合計2つが定まれほ他はこ  

の条件からもとまる。すなわち，未知パラメ－・ター・が2つある。また，∬りに・ついては，  

∬11十ギ12十∬21十∬22＝乃  

という条件を満足しなければならない。  

（b）2つの母集団Al，A2からそれぞれ独立な標本rl，γヱ個を抽き出したとき，β1，  

β2に分類される個数がそれぞれ，∬11，∬12；∬’21，∬22である場合：母集団Alにおいてβ1，  

β2におちる確率をそれぞれ九，飢，母集団A2に．おいて，β1，β2に．おちる確率をそれぞ  

れ♪2，ヴ2とすれば，表1の分割表をうる確率ほ，  

抽1，∬12；∬21，∬22）＝嘉窓々1∬11留1∬12ク2∬21曾2∬22  

となる。仮説β0は，2つの母集団紅おけるβ1，β2紅おちる確率がそれぞれ相等しい，  

すなわち，   

（4）  ガ8： ♪1＝♪2＝♪， 曾1＝曾2＝曾   

である。  

このとき，  

ク0（恥∬12；∬21，ズ・22）＝「 育云㌻ 〆11す∬21〆21留∬22  

′l！   〆l曾C2  
－  

7J云訂  
（5）  

をうる，ここで，♪十針＝1であるから，未知パラノー一夕－は1つであり，∬名ブは∬11＋∬12＝  

rl，∬飢＋ズ22＝r2の2つの条件を満足しなければならない。  

（a）の場合と（b）の場合の相異は，（a）においてほ，rl，γ2ほ確率変数であるに対して；  

（b）紅おいてほ定数であることである。いま（a）において，刀偶の標本の抽出のくり返え  

しを考え，行和が■それぞれγ．，γ2となる標本のみに着目する。このような標本をうる確率   
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－ 66 －－  

ほ 

抽1，タ・2）＝外rl♪2・㌢2  

算印巻 第1号  66  

（6）   

である。したがって，行和がそれぞれタ1，タ’2であるという条件のもとで表1の分割表を  

うる条件つき確率は  

乃！  ．㌢・ ㌢■ 

れ1♪2・γ2れCl♪・2C2／羞〆■1♪2・ア2  
♪0（ェー11，・霊．2，・方21，」ガ22】γ1，タ■2）＝  

ガ11上方12！．方21！．方22！   

タl！  

鴛－11！∬12！  

・1‘■1♪・2C2  

（7）  

となる。ここで，久1（＝A．＋裁1），♪．2（＝タ12＋♪22）はそれぞれ，、β1，β2におちる母集  

団確率であるから，（7）は（5）紅一激する。  

（C）第3の場合は，すべての周辺度数γ1トタ■2，Cl，C2が固定されている場合である。  

このような場合の例として咤，フィツリヤーの紅茶のテストがある。この場合，Aは1杯  

の紅茶が紅茶を先粧入れたものであるか，ミルクを先紅入れたものであるかという事実の  

分類であり，βほ例の女性が，紅茶を先に入れたものであるといったか，ミルクを先に入  

れたものであるといったかという証言についての分類である。彼女に」は，それぞれの場合  

の数ほ知らされているから，当然彼女はぐ1＝′■1，ぐ2＝′2となるよう紅証言するであろう。  

したがって，この実験のくりかえし紅おいては，周辺度数は全て固定されていると考えて  

よいであろう。この場合，A，βの分割が独立であると仮定すれば，表1の分割表をうる  

確率ほ（3）すなわち  

〃！  ．／  
九．′1♪2。7r2久1C1♪．2C2  ♪0（．方11，．方12，∬21，方22）＝  

．方11！．方12！．方21仁方22！  

となる。ここで模本抽出のくりかえしにおいて周辺度数が㌢・1，7・2；Cl，C2である標本をう  

る確率は，A，βが独立であることから，   

♪0（γ・1，γ2；Cl，C2）＝♪0（71，㌢・2）．九（cl，C2）  

〝！  － 
市才 外グ■1♪2・㌢り・1C1♪・2C2  （8）  

となる。したがって，周辺度数があたえられたときの，・方11，∬12，・方2．，－芳22をうる条件つき  

確率を，♪（∬11，・方12，，ガヱ1，，ガ221γ1，r2．；cl，C2）とかくことにすれば，－・般紅   

♪（方11，・方12，尤21，．γ22）＝♪（．方．l，．霊12，．定2．，．方22】c1，7・2；Cl，C2）♪（′・1，デ2；Cl，C2）   
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T－ 67 －－  カイ自乗統計盈軋ついて  67   

がなりたつから，仮説ガ0のもとでは  

♪0（∬11，∬12，方21，％22l′■1，γ■2；Cl，C2）＝  
，J！  ．J  九．γ■1♪2．72れ1Cl♪．2C2  

∬11！∬12！∬21！∬22！  

／品怠 れ㌢1少2小’2れCl♪・2C2  

lI  

γ1！㌢2！cl！c2！  
（9）  

符！∬11！∬12！∬21！∬22！  

をうる。ここで，確率れ，♪．ブは分母，分子・で約分されてしまうから，未知パラメー・タ  

－はなくなり，．芳£プは  

∬11＋・∬12＝γ1，∬21＋∬22＝γ■2  

∬11＋∬21；＝C1，ガ12十．γ22＝どg  

（ただし，γ1＋・r2＝Cl十√2＝鱒）を満足する。容易にわかるようにこの中で一次独立な条件  

は3個である。すなわち，∬官ブは一一・次独立な3つの－・次の条件式を満足しなければならな  

い。したがって，・れけのうらの1つが定まれ濾，他はそれ紅応←て決定されることとなる0  

（a）および（b）の場合には未知パラメ一夕－・が存在することは前に述べた通りであ  

る。未知パラメ一夕－・の問題については，（a），（b）いづれも同様であるから，（a）の場  

合紅ついて述べる。（3）のク0（∬1l，・訂12，∬21，∬22）紅ふノくまれるバラメ一夕ーは母集団  

周辺確率れ，タ．プである。この値は当然未知であるから，♪0（∬11，ズ12，∬21，ユ22）はもと  

めることができない。しかしながら，どのよぅな状況のもとでもそうであるかといえば，  

必ずしもそうとは限らない。乃が大きくなって行けば，標本周辺比率′■乞／〝，ぐメノ乃は母集  

団周辺確率れ，ク．メに確率収束するという事実がある。このことから，〝が大なるとき  

にほ，動．，♪．プはr官／〝，Cク／鱒によって充分よい精度で推定でき，したがって，♪。（∬11，  

方12，∬21，．ガ22）もまた推定できるのである。当然ガが大きい宥推定¢精度ほ点くなり，〝  

が無限大になったとき，一意に決定するわけである。充分大きな標本数〝。の場合の  

γ；／〝。，C買／乃。を♪∴れに近いものと㌧，比γ電／〝，Cブ／紹をこの駅固定して・，〝を無限  

大にとった極限値は，上の偲に充分近いものになるであろう。ところが一方，比7・£ノ乃，  

Cメ／花を固定するのであれば，これを未知パラメー一夕・－とするのでなく，周辺度数の比を・こ  

の値に固定した標本のみに着目して，〝についての極限をとること，すなわち，（C）の場  

合の条件つき確率♪（・租，∬王占，∬g】，∬22Jγ】，γ■2；‘1，C2）の極限をと卑ことと同じことに 

なる。このように，大標本の場合に．は，（a）の場合も結局（c）の場合として－取り扱つかえ   
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第50巻 欝1号  ー6β －  68  

ば充分であることがわかる。  

2．カイ自乗分布   

（C）の場合の極限確率分布を計算することを考える。糊はそのうちの1つが定まれば，  

他はすべて定まってしまう占すなわち，独立変数は1個しかない。いまこ．れを．方11である  

と考えることとし，九（∬11，∬12，．ガ21，一方22Irl，′2；Cl，C2）を九（．方11Irl，′・2，Cl，C2）とか  
くこととする。乃→∞，方11・→∞の場合は，スタ－リングの公式が利用できる，すなわち，   

，rトlゴ言T∫」‥主（・・′・   

をもらいて，（9）を変形し両辺の対数をとると  

log♪0（．∬11】r．，r2，Cl，C2）  

＝logノ訂＋（佃帥og7・1－rl＋log乍＋（r2・‡）logタ・2－・′・2   

・logノ粛＋ト‡）logcl－…log／を＋（c2・帥ogc2－C2  

－log／京－（虹鉦og〝＋潤  

一 
logノ粛－（∬11十‡巨g紬＋和一log／を－（・ガ12ヰ）log・方12巾12   

－log／亨－・（x21・i）1ヂX2i・x21－log／示」（x22＋i））log一輌2  

＝－log／房＋（・租巾12＋鉢grl・（・方21恒22＋封logγ・2  

・（・方11＋鞄1＋訃ogc1小12再22・訃ogc2  

イ方11・∬12恒21再2汗封log乃  

－（∬u＋訃og・方11一（・方12＋訃og∬12  

－（∬21＋‡）log・方gl－（・方22・封log・方22   
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－ 69－   カイ自乗統計量忙ついて  69   

（ここ・で瀬11叫11サ豊中og卜 
姉碧）                                                         〃  

g  

（1・誓）  
＝logrl＋logcl－・logn＋lo  

＝logrl＋logcl－logn＋   
γ1C1  2   

刀  

となるから，  

ぎ＝ガ11一一旦ヱLとおく，  

（・方12一等）・（和一・笠ドガ11巾12－慧（佃2）  

紹                       ＝r1一′1」二＝′1－′1＝0  

したがって，  

（・芳12一等）＝－・∈  

同様にして，  

∬打一驚＝－g，ガ22一旦堕＝ぎ 乃   
をうる。ここで，∈の平均および分散をもとめる。  

β（g）＝E（・ガ11⊥誉）  

＝＝ト11一等）拍111rl，γ2，Cl，C2）  

＝∑ン1．・拍11l′1，r2，Cl，C2）・一等，  

∑∬1．♪（．方1．．】γ1，γ2，Cl，C去）  

rlレ・2！cl！c2！  

＝∑汝11   
形！．方11！．ガ12！．方21！．方22！  
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第50巻第1号   

＝（∑方11憲転意）豊  

（旺）  

＝（rl∑諾霊㌫石造）ヱ碧  

70   － 7（）－  

（雅一・1）！ cl！c2！  
＝γ1  

（仁王ー・1）！c2！ 乃！  

＿rlC■1  

〃   

したがって，  

思ほ）＝0  

つぎに，   

E（㌘）＝轍112ト（誉）2＝拍11（和一・1）〕＋E（恥ト（笠）2  

がなりたつから，まづE〔∬（∬・－1）〕をもとめる。   

恥1（恥ニ1）〕＝〈∑痛11－・1）意志〉掌  

（rl－・2）  r．エ：！；・く、lニ；、－：！  ＝〈症1－・1）∑  
（∬11－・2）！∬12！   

（〃十－・2）！ ▲ Cl！亡・2！  
＝＝γ1（71－・1）   

（Cl－・2）！c2！ 〝！  

rl（rl－1）c．（‘1－・1）  

これを，上式に代入して  

〝（乃一・1）  

れ（rl－1）cl（cl－・1）  2  J2＝β（㌘）＝  
招（乃－・1）  形   作  

rl（－l  

〈邦（タ■1－・1）（cl－1）＋紹（好一・1）－・γ・1Cl（好一・1）〉  
が（J卜1）  

注）灯これ＋′2がなりたつことから，  

（♪＋す）乃＝ひ＋曾）れぴ＋q）r2   

をうる。両辺の〆1〆2の係数を比較して，  

r2！  ⊥＝  ∑   γ1！  
Cl！c2！∬11十∬21＝Cl∬11！∬12！∬21！∬22！  

∬12＋∬22＝ぐ2  

をうる。  
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一一 7」－  カイ自乗嘩計盈に∴ついて  71   

′1rl（〃－J1）（〃－－ぐl）  γ17′■2CIC2  

杓－1）  が（J卜1）  

をうる。，2が充分大なる場合  

J2＝榊2  
が   

としてよいから久今後この値を用いる。）  

＝－・logノ面＋ト1再12＋蔀ogれ＋（物＋方22＋‡トgγ2  

十ト1再21＋‡トgcl十（・方12再22・抄ogc2  

－（恥恒12…21巾22十耕og乃  

－（・方11＋‡）（1断＋！即1－log頼蕊ぎー・喜（荒）2㌘＋‥l）  

－（・方12＋誹og…logc2－log〃一志巨‡（荒）2ぎ2＋…）  

－（・方21・誹og㌢・2＋logcl－・log乃一意ぎー古（芸）2捏 ）  

－（・方22＋耕喝γ2・loざC2－log頼蓋卜‡（蓋）2g2＋・）  

＝－1喝／粛・－（logれ＋log7・2＋logcl＋logc2－・凱喝牒）   

－（・ガ11＋喜）（急ぎ－‡（莞）2ぎ2＋十（・ガ12＋耕一荒卜喜（嘉）2ぎ2ト〉   

2 

－（・方21＋喜）〈一一芸ぎー÷（怠）2ぎ2＋十（∬22丁÷）〈孟ぎ丁‡（羞）ぞ2ト 〉  

（ここで，・∬1戸汁誉，一方12〒一汁警，・勘汗＝・一打坐生，∬22＝汁箸を代入する） ，2  

ヱ旦   ＝－log／京一計og慧   

一・（汁誉十‡）†蓋ぎー÷（荒）2ど2＋…〉   
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葦50巻 帝1号  72  －72 －  

十汁禁＋与）〈一意仁÷（荒）隼ト〉  

十汁笠＋・与）卜芸仁喜（芸）2∈隼u・小〉  

乞 
－・（汁警十‡）〈志∈－喜（志）ぞ2＋…）  

ヱ  ＝－・log／面－・log竿  

一・‡ぎ（惹－・荒一意十蓋卜引1－卜1＋1）  

－・㌘（荒・芝・惹＋意）十‡ぎ2〈（荒）2十（荒）2＋（量）2＋闇2〉  

・÷∈2（荒＋蓋十芸＋志卜・・  

（γ1－r2）（cl－C2）  

＝－・log／粛－÷logヱ莞㌍丁－iぎ意  紹2  

が  （デ12＋γ・22）（C12  ∈2＋ぎ2  
一・与  （rlr2CIC2）2  乃4   

（ここで，－㌃，T，㌃－，惹を固定して‥〝を大きくするとき，g／ヶは有限の値をと           ㌢■2   C1  

乃8 一．照  
り，J＝J÷莞－㌃・¢2はいくらでも大きくなることから，g・蕊・豊  

生㌘＝与（念－号舷－・詔＝‡与（莞－莞舷－・意）は陀近づ干，同翫  
して，第5項は  

＝・ 
（竺㌢）（掌）長吉（笠十笠）（笠十笠）  

が  
㌘・   

（れr2CIC2）2   

となるから0となる。以下の項もすべて同様であるから）   

＝一log／秀一・1岬－・÷与  

したがって，  

㌘  

1  抽11lrl，γ2，C1，C2）＝7夢言－¢ 2J2  

（10）  

（11）   
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－ 7β・－  カイ自乗統計量について  73  

をうる。同一・のど2をあたえる∬11は誉繍して対称な2つがあるから，与の分布を  

考えるためにほ  

且 
52 2－ 二 二  ご 

jエ  

2  

1＝丁・j   

X2 X2  
β‾丁2如了すdx2（12）  

これは自由度1のX2一分布である。このことから，乃が充分大きいとき  

竺丁一正吋（rIヤウ～‘さ巾ヱ）＝東了1Cl＋rユ√三†ア1ナウ石  
X2＝憲一＝㌘  rlr2CIC2  ，’17－2Cl（：2   

＝灯㌘（左＋・志十志＋孟）  

＝且＋且＋jL十且   
rlCl ′■1C2  r2Cl タ■2C2  

〟     〝    〃    〃  

（∬11一等）2．（∬12－・豊）2．（∬21－・笠）2．（∬22－ヱ禁）2  
rlCl  ，■1（：2  γ2Cl  ，■2C2  

JJ 〃 JJ 〃  

が自由度1のX2－・分布に．したがうこ．とがわかる。   

さきに．，紹→∞とすれば，（a）の場合と（C）の場合が－・致することを述べた。これをみ  

るために・，♪（∬11，ガ12，施，チ22）の極限分布をもとめる。  

〃！  

九1∬‖♪12・叛あ1∬21♪22・方22  ♪（∬11，∬12，∬21，．方22）＝   
∬11！∬12！∬21！∬22！   

log♪（∬11，∬12，∬21，∬22）＝log〝トlog∬11トlog∬12！－log∬21トlog∬22！  

十∬11logβ‖十∬上之log♪12＋∬21logあ1十∬22logタ22   

＝logl／膏＋（帖紳og乃一・乃   

－・logノ秀一（∬11＋÷）log∬11巾11－・log／訂ヰ2＋封log∬12…12   

－ 
log／京－・（∬21＋封log・方21巾21－log／粛－・（∬22＋古いog∬22＋∬22  

＋ガ11log九1＋・方12log九2＋∬21log－♪21＋∬22log♪22   
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ー 74 －  算50巻 第1号  74   

＝－・・ガ11（log芳11・－・log乃－logタ11）－・．方12（logガ12－・log〃・－log九g）  

－∬21（log・方21－－・log乃－・log♪21）一－・∬22（log．方22－log乃－・log♪出）  

＋C′   

（ここで，∬名ブ一札如．タ＝〟宜わ，柏里＝掛け とすれば，  

塑L＝鵜舟（翔一〝£カ  ＝1＋盟  
灯り  〝♪豆ブ  〝i．タ  

となるから，これを代入する）  

＝－・莞（鞘＋弥け）l喝（1＋器）十C′   

＝一（糊＋〝豆プ）一 ＋…）＋C′   

＝－∑〝乞ブー卜十C′  
乞，．グ  

（ここで，∑如．プ＝∑（・方乞ノー・頃恒）＝∑一方名．クー搾∑如＝〟一乃＝0であるから）   

＝－∑＋C′  

したがって，   

－・∑  

柚．，方12，．好ヲ1，．方22）＝。β 

をうる。ここ∴で，仮説為を考え．れば，  

（13）  

（14）  

（∬棚＝∑（∬哩  ∑塑＝∑  ‾ ‾ 
〝£．ブ 〝♪fブ 匪如．♪．．7  

（〝が充分大なるときr，れ寺号，如寺号となることから，これを代入すれば，）  

（・方乞・グー・笠）2 （・芳名・グー笠）2  
＝∑  r電Cブ  ‾  ′£Cブ  

〃  

（ここで，・方11一等＝ぎとすれば・前醸した通り，吉の分納J2＝意となり，）  

＝㌘（〝∑ま）＝柁ぎ2（左＋志・去・去 ）  

（′’1・＋グー2）（cl＋¢2）＿と2 が ＿㌘ ＝2  
＝JJ…ニ  吉  

rlCICIC2  rlタ■2Cl匂㌔  
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カイ自乗統計量紅ついて  － 75 －  75 ′   

をうる。したがって  

旦L  
＿一  

♪。（∬11，∬12，∬21，∬22）＝C。β 2グ2  （15）  

がなりたつ，Coは，J■♪0畔＝1から決定され，前幅した通り・自由度1のX2－・分布と  

なる。  

3．r・×百分割表  

まづ表2に．示されるような2×3分割表紅  

、ついて考え．る。表2の2×3分割表をうる確  

率は  

♪（∬宜プ回＝11町‥♪28ズ28（16）  

であたえられる。独立性の仮説  

表  2  

トJβ1β2 β8l計  

∬11  ∬12  ∬1さ   

∬21  ∬22  ∬2き  

計I f．．1 f．2  才．．きl〝  

月も：♪iブ＝如．・♪．ブ＋ 去＝1，2；ノ＝1，2，3  （17）  

のもとでほ，この確率は  

抽再）＝♪i予タ2・f2」れヂ8れ才一■1♪・2才一2  

‘ノ  

（18）  

となる。周辺度数fl．，f2．，才．1，≠．2，f．3を与えたときの条件付き確率は，前と同じ様に  

して，  

仙川・，f・メ）＝・ム迎                     J】！  

ゼ′  

g．1！≠．2け．8！  

JI！  

≠1．！f2．！才．1！f．2け．3！  
（19）   

〝！∬11！∬12！∬1a！∬21！∬22！∬28！  

ここで，   

∬11十∬ユ2＝忍12，∬21＋∬g2＝＝点22，f．1＋g．2＝T去2＝点12＋R22  

をもちし、で補助表表3をつくる。またこの畳  

表  3  
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ーー 76－  

をもらいて，（19）式を  

九（∬わ】≠豆．，≠．ブ）  

第50巻 第1号  76  

点12！点22け．1け．2！   才1．！f2．！7ち2！f．島！  

．方11上方12！．方21！．方22！7ち2！ 点12！．方18！点22！∬23！紹！   

とかく，この右辺の2つの確率は，表3に示した補助表のおのおのにおける周辺度数が与  

えられたときの条件つきの確率である。補助表のおのおのは 2×2 分割表であるから，  

〝→∞，．方官メ→∞のとき自由度1のX2一分布にしたがう統計畳がえられることは，第2節  

に示した通りである。また（20）において．，九（．方乞．プ】≠乞．，才．プ）が2つの確率の墳に分解さ  

れていることは，この統計宜が極限において独立であることを示すものである。したがっ  

てそれらの和は，X2一分布の性質から，自由度2のX2一分布にしたがう。  

おのおのの補助表におけるX2－・分布にしたがう統計塵ほ，  

f ヒニ選空＋雌 ≠ X12＝  
f・1   

．2斤12  ．1為2  ≠．2皮22  
㌔2  r22  7ち2  

ヱ （孔2一驚）2．（・方1る一旦普L）2．（丘22一驚）2．（・方28－剖2  
X22＝  払  子・8fl・  ㌔2ヂ2・  ヂ・8≠2・   

JJ  JJ  JJ  Il  

である。こ．の和が自由度2のX2一分布にしたがうわけである。いまX12＋X22をもとめる  

ために，（21）を変形する。ここで，   

ガ11′＝エ，”12′＝工，〝21′＝ム，〝22′＝主  

とかくこととする。  

（∬そメー〝宜ブ′）2  乞メ＋兜′乞J2  
X12＝∑  

£，ブ   乃′官グ   

－ 

＝憲一2恥＋〝11′＋諾2・方12・紹12′・憲一2・方21＋〝21′＋讃－2∬22＋〝22′  

＝霊十諾一風2＋憲・諾一点22  

同様たして   

蔑・了憲一－f2・  
x22＝薔＋援∵fト＋  

JJ  〃  IJ  JJ  

（23）  

（24）  

をうる。周辺度数が与えられた場合，犯→∞となるとき，わ．／〝，ヂ．タ／乃は一底値であり，   
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カイ自乗統計量について  － 77 －  77  

瑚→∞，わ．・→∞，f．グ→…となる。そして，例えば，．方18は才1．f．3／〝を中心に変動し，   

（・方18－ム嘉）2／ヱ意旦  

はX2一分布にしたがう統計盈の一つの項として有界である。したがって，  

∴∴・∴：－・・  

すなわち，   

ガ18／土語一→1，粕≒豊  
岡様にして，  

R12≒辿 ，点22幸弘  
J！ 〝   

がなりたつから，  

〝11′＝一≒ムか ，〝12′＝＝簸  

′去1払  
ね21′＝旦普≒ヱ血－，〝22普寺                       JJ             ノ．M JJ  

をうるから，   

X12＋X22＝・一足12＋十一点基2  

＋忍・了裟－ら・一叢・了祭－≠2・  
〝 JJ 〃 J！  

∬132  
＋－～2・  ≒了・・石了㌃い・；；  

〝  〃  JJ  IJ  JJ  ガ  

乙且 （翔一等）2  
（30）  ＝∑∑ ‾‾   

わ．f．メ 乞－り工1   

Jl   

が自由度2のX2一分布にしたがう統計畳である。   

つぎに，－・般の7・×ぶ分割表について考える。前と全く同様にして，独立性の仮説  

ガ。：九7＝れ・れブ f＝1，2，…，γ；．タ＝1，2，…，・ざ   
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第50巻 第1号  － 7β －  78  

表  4  のもとで，周辺度数才．1，才．2，…，f．ざ；  

flり f2．，小い，fγ．を与えたときの条件付確  

率は  
＼＼、lβ1β2・‥‥川・‥‥■・ βぷl釘  

∬11 ・方12     一  ∬1ざ  

∬21 ∬22  ∬が  

∬γ1  ∬γ2  ∬γざ  

〝f豆．！〝f．′！  
f   ．／  

（31）  ♪0（∬乞メ」わ．，オ．ノ）＝  
〃！ノ／∬り！   

け  

計】g．1 f，．2……………・L倉l＋乃  
つぎに．，つぎの記号を導入する。  

乙  
裾，f＝1，2，一‖・，r；J＝2，3，…二，5  

仇  
C机戸∬電′， プ＝1・2，1，5；研ニ2，3，…・，γ■  

†花エ m エ  
アーm乙＝∑∑・方宜メ＝∑皮慮£＝∑C例′，椚＝2，3，・・・，′・；J＝2，3，」・1，∫     い－1  f－1  

り     ノーl   

とくに・，点ム＝わ・，Cγ7＝才・メ，れざ＝紹である。これをもちいてつぎの補助表をつくる。  

表  5  

忍12  忍12  ∬13  

月22  忍22  ∬2さ  

点1g（＝才ト）  

忍2さ（＝f2…）  

足13  皮1，ざ＿1∬1ぶ  

点23  亀，ぶ＿1∬2ざ  

∬11   ∬12   

∬21   ∬22  

Tl．、＿、ぐ： rご．  ‥
い
山
 
．
ト
小
小
り
‥
 
 
 

ウ
ー
 
 
2
 
r
 
 

〇一 
．  

r22  C231r2さ  

7ち2  7’22  ∬23  

月32  月82  ∬33   

点23  rかぶ＿1C2ざ  

点88  屈8，β＿1∬88  

7ち配  

点a‘（＝転）  

r82 C88】r33   73，S－1C39  1  クー  ○
】
 
れ
 
 

C
 
 
 

C
3
 
 

Cγ＿1，1Cγ＿1，2  

∬γ1  ∬γ2  

rγ＿1，2   n＿1，2 Cγ＿1，8  

点γ2  ＆2  ∬γ3  

アン＿1，8  n＿1，ざ＿1Cγ＿1，g  

Rγ3  …＆，ざ＿1∬γS  

n＿1，ざ  

忍γざ（＝f，．）  

れ2 CγきJ7γ3   ㌫，ざ－1C；ざ】れぶ（＝＝乃）  

（＝fい3）  （＝f‖S）   

Cγ・1Cγ2ln2  

（＝f．．1）（＝≠…2）  

表5の（r－・1）×（・ざ－・1）個のおのおのの補助表に対応する，2×2分割表の周辺度数  

を与えたときの条件つき確率は  

点12！点22！C21！C22！  点18！R2＄！7妄2！C2き！  

∬11！∬1g！∬21！∬22！r22！’斤12！ガ13！屈22！∬g3！r23！’   

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ



－ 79－  カイ自雫統計量について  

rγ・－1，8！私8！rγ，g＿l！．Cデg！  

79  

（35）  
71＿1，ぶ－1！Cγニー1，8！虎γ，5＿1！．ガγ∫！rγざ！  

である。β0（．方£プ】才色．，f．タ）はこれらの横に分解できることは容易払わかる。すなわち，  

〝才竜一．！〝f．．プ！  
も  プ  

♪0（．方豆グlわ．，f．プ）＝  
〃．rff  
名，．7  

瑚．瑚．‥…り   
曳11！∬12！∬21！∬㍍！㍍2！ 丘12！∬18！粘！∬瑠！r郎！  

箭＿1，∫！属r8！71，ざ＿1！C，ぶ！  
（36）  

rγ＿．1，ぎ＿1！Cγ＿1，S！＆，ぶ＿1！．方γ去！nぷ！   

がなりたつ，ここで，〝ヰ∞，翔一→0 とするとき，おのおのの補助表から，自由度1の  

X2－分布にしたがう統計盈X名2がえられるから，それらの和∑X£2は自由度（γ－・1）  

・（ざ－・1）の如・一分布にしたがうことがわかる。∑X電2をもとめることを考え．る。  

∑X豆2＝  
C21ji12 －‾‾  

霜  
Cγβ忍γg  

n・8  

＝㌔婆＿－2．方1．＋望聖十貨薮＿－2．方．2＋望聖＋貨宅  
r22 一 丁22点18  

T2さ  

C21点12 ‾■’▲▲■  7ち2’C22j？12 ‾■‾J  

T出 r22  

＋…寸・－2・方γS＋  

T,s 

（ここで，補助表を表6としたとき，前に．2×3分割  

表において述べた通り，  l
一
 
 
〇
l
 
▼
ハ
）
 
一
ク
 
 

才色．f．ノ   

ブ  
れクーヰ  

戒  
．
ナ
レ
 
 

■
‘
 
 

となるから，  

章＝鯨  

T28  

としてよい）  

＝＋一・ 

r22  7ち2  

＋一一 点1S  

T28   
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80   欝50巻第1号   

＋・一＋十…＋一－・皮2夢  
r乏2  r22  r2ぶ  

＋  

＋・一ト・＋・－・点Ⅲ  

T，2  rγ2  T,s 

ー β0 －－  

丁・ガ11＋⊥－・∬12ト＋－∬1ぷ  

了ち2  T2£  

C飢点12 ’l  

石  

－∬21＋・一一一・ ・方22十…ヰ－∬2ぷ  

㍍2  T妄ざ  

＿．C21＋邁L－・C22十・∴上糸㌻－C2夢 C 

＋  
C飢。私2 ‾－  

訂  

C21i  
＋・  

8さちざ   

甘  
C82ち2   

1竃㌻  

C817ち2   

で㌻  

弟㌔  

CγさRγさ   

r－古  

－弟1十－・一方γ2ト十  

T,z 

＋  ‾．方ヶゞ  

Cγ1風2   

712  

（前と同様に．して  

幸＝C21＝恥恒21，  

7も2  

として）   

＝ 一 十＋・十  

7妄2  7ち2  7ちさ  

＋・‥  

－・Cγ＿1，1－Cγ＿1，2…・－・Cγ＿1，；  

－・方γ2十 ＋－ ∬γ∫  

r，5  

∬1S2  

∬γ12  ”l ∬γ22  
－・∬γ1＋  ’り▲■  

Cγ・1jモγ・2   Cγ2点γ2  

了1・2  712  

一 ＝＋・一十…ヰ  

7ち2  7122  

＋・・・・  
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ー・βユ ー  カイ自乗統計盈について   

ト  ＋＋  ＋一丁γぶ  

Tγ2  Tγ2  れs   

C21凡2ユC21風合幸・エC21孔5ェCBl皮1占≒幸Cγlj？1ぷ ‾ニご⊥二∴  ÷‾‾ 

r22 ● r2さ  了・ 訂 

81  

（さら紅，  

がなりたつことから）  

・鴛・112  十  

rγ∫  

十‥＋  

Cγ1月1ぶ   

r．ゞ  

十……  

＋十  
rrざ  

∬ヶ22  

Cγ2皮γざ  

rγざ   

＋…・十  

（37）  

をうる。  

4．ズ2の不連続分布  

これまでに．論じたのは，カイ自乗統計盈が乃を大きくしていったとき，極限において  

x2一分布に従うということである。したがって，充分大きな標本についての独立性の検  

定に．おいては，連続分布であるX2一分布をもちいることで充分であろう0しかしながら，  

小さい標本についてほどうであろうか，これがここでの問題である○標本数乃が小さい場  

合にほ．カイ自乗統計量の値は有限個しか存在せず，分布は不連続となる。例えば，周辺度  

数が，  

fl．＝7，g2．＝5，f．1＝5，ヂ“2＝7  

である場合，可能な2×2分割表の数は6であり，それぞれの表および対応するカイ自乗  

統計盈および確率は表7のとうりである。   
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欝50巻 第1号  

表  7  

一－・β2 －・  82  

0   7  

5   0  

1   6  

4  1  

2   5  

3   2  

5 7 重12  5 7l12  5 7！12  

X2＝12．0000000  X2＝5．1820408  X2＝1．1853061  

♪＝ 0．0012626  ♪＝0．0441919  ♪ニ0．2651515  

3   4  

2   3  

4   3  

1  4  

5   2  

0   5  

5   7  5   7  5   7  

X2＝0・0097959  X2＝1．6555102  x2＝6．1224490  

♪＝0鴫4419192  ♪＝0・2209596  ♪＝0．0265152  

このような小さい側に対するカイ自乗統計盈ズ2の正確な分布と，連続なX2一分布の比  

較を考える。まづ，Ⅹ2が特定の値・方をもつ確率♪（ズ2＝．ガ）に対してX2・一分布をどう対  

応させるかについて考える。連続分布においては一点の確率は0であり，区間（正確粧は  

可測集合）紅対してほじめて確率が定義される。すなわら，♪（α≦x2≦∂）はカイ自乗値が  

区間〔α，∂〕匿おちる確率であり，ノー（X2）をX2・－・分布の密度関数とすれば，   

♪（α≦x2≦∂）＝J■三′㈹dx2  

とかける。いま，起りうるすべてのズ2－・値を，大きさの順序に．ならべ，．ガ1＜∬2くガ3＜…  

く・∬たとする。桝0＝0，∽1＝（・ガ1＋一光■2）／2，弼2＝（・方2＋一光・a）乃，小・…，椚た＿1＝（．尤舟－1＋．方た）／2とL 

て，   

♪（影＝∬1）：♪（沼0≦X2＜研1）＝ 

♪（Ⅹ2＝∬2）：♪（雛1≦X2＜沼2）＝ J≡：（X2）dx2   

♪（ズ2＝∬た）：触1≦x2）＝ 
†■≡た＿1 

′㈹dx2  

を対応させる（図参照）したがって，  

♪（・方宜≦g2）相応する連続分舟での確率は♪（椚宅－1≦X2）＝．†三乞ノ（X2）dx2である0   
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表7であげた例年ついてこの比餃を示せば，衰8のように．なる。  

表  8  

串 括弧の中は♪（ズ乏＝∬乞）   

＊＊  〝  ♪（〝わー1≦x2く∽£）   

なお以下に．いくつかの例について比較表をあげて－おく，テ－ルではちがいが大きいのが  

みうけられるが，よく検定に用いられる5％のあたり近似はかなりよいと考えてよいであ  

ろう。  

5  となっているのは形＝10，周辺度数がfl‖＝g2．＝f．1＝≠い2＝5というこ  

5  とである。X2は表8のXi，PEXACTはP（X2≧xi），PCONTはP（X2  

10 5 5  ≧〝わ）紅対応するものである。   
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