
研究ノート  

（1）  

「’ダイナミック・プログラミング」の方法について  

井  原  健  雄  

Ⅰ ほ じ め さこ  

本稿では，「線形封画」のもつ限界を克服する有力な数理計画法としての「■ダイナミック  

・プログラミ．ング」（Dynamic PIOgIamming）を考察する。すなわち，列挙的な最適化  

の手法を吟味することが，本稿の目的である。   

ダイナミ．ック・プログラミソグは，線形計画の場合と同様に，電子計算機の発達にとも  

なって完成された，大型コンビコー・タに．基礎をおく計算手続である。線形計画にまさる，  

その相対的利点は，2つある。  

i）最適値の発見に際して，実行可能領域の凸性を必ずしも繭提としない。  

ii）最適値の発見に際して，変数の連続性を必ずしも前提としない。   

これら2つの利点ほ，選択変数の数が多くなるのに応してその計算手続が一周複雑にな  

るというダイナミック・プログラミングの欠点を補なって－あまりあり，その結果，数多く  
（2）  

の潜在的な問題に広く適用するととが可能となる。   

ダイナミック・プログラミングは．，線形計画のようなアルゴリズムであるというより  

は，むしろ最適化へのアブロ－チを意味するものである。したがって，システムの設計者  

や企業の経営者ほ，過去に．作成したダイナミック・プログラミングの手続を，新しい問題  

に対して利用できないのが普通である。すなわち，新しい問題に対しては・，つねに新しI、  

手続の作成が必要である。．以下において，われわれは，ダイナミ∴ツク・プログラミングに 

（1）本稿は，R．deNeufville＆J・H・Stafford，“Systems AnaIysis for Engi－   
neers and ManagerS〃，McGraw－Hi11，1971の第5章 Dynamic Programming   

を教材として，本学経済学部学生の尾崎功基，竹中浄ニ，湯尾信弘の3名と講読・討   

議した研究成果である。  
（2）Wagner，H．M，‘‘PrinciplesofOperationsResearch，”Prentice－Hall，1969，   
およびWhite，D．J，仙Dynamic Programming，〃01iver＆Boyd，1969，参照。   
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よる定式化の理解と，その解釈に．ついて，とくに注意を払うこと紅する。  

ⅠⅠダイナミック・プログラミングの概要  

（3）  ま・ず，最初に．，当該変数の連続性を仮定する方法は，とくに大規模ジスデムの最適化に  
とって不適当であるという理由を確認することが重要である。その意味で，伝統的な微分  

等による分析方式は，必ずしも有効なものとはなりえない。換言すれば，伝統的な分析方  

式のもつ有効範囲を見定める 

可能とする。  

（伝統的な分析方式の限界）   

伝統的な分析方式が有効となりうる問題の数ほ，きわめて限られている。事実，その適  

用の有効範囲は，重力や磁力，圧力のような，もっはらカの場を含む問題に．限定されてい  

る。その理由として，伝統的な分析方式ほ，変数が連続であり，そのすべての点で連続な  

導関数をもつという，強い仮定を前提としているからに他ならない。いうまでもなく，こ  

の仮定は，現実の問題においては，通常みたされていない。たとえば，物質の輸送やパイ  

プラインのようなネットワ、－・ク・ジスデムの問題，さらにまた，独立した大型プロジェク  

トの決定問題等に対しては，変数の連続性を仮定する伝統的な分析方式を用いて，その間  

題を有効紅定式化することはできないのである。   

また，伝統的な分析方式に・よる最適化の手法は，きわめて限られた単純な問題状況紅適  

用できるだけである0すなわち，その場合，まず，最適条件を定義し，さら紅，そ・の方程  

式を導出し，そして最後に，その解を求めるこ・とが必要である。しかしながら，最適条件  

を定義する微分方程式が，必ずしも明示的な解をもらえないことに留意すべきである。   

さら紅，伝統的な分析方式紅よる最適化の手法は，いわゆる2階の条件がみたされなけ  

れば，極大値と極小値とを区別できない，ということ紅も留意すべきである。．また，その  

手法では，もしも与えられた問題の最適偲が，つぎの図1で示す変域の境界で与えられる  

ような場合には，不都合が生ずる。すなわち，伝統的な微分に・よる最適条件ほ、，局所的な  

極大値を区別し得ないばかりでなく，また実行可能領域の境界で生ずる最適値を，必ずし  

も識別し得ないのである。   

つぎに，伝統的な分析方式では，最適化の条件を定式化することすらできない場合もあ  

（3）たとえば，線形計画法（LinearProgramming）は，これに，あたる。   
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図1伝統的な分析方式の弱点を示す仮設例   

る。たとえ席変数の連続性がみたされず，したがつでその導関数が少なくとも部分的に  

定義できない場合には，与えられた問題の関数が，十分に微分可能であるというわけには  

いかなくなる。このような場合の例が，つぎの図2に示されている◇  

●   

●    ●  

l  l  

l  t  

1  1  

（a）  （b）   

図2 最適化の条件が定式化され得ない場合   

（a）微分不可能な関数（b）離散的な集合   
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微分に．よる最適化の基準は，目的関係が区分的に．線形であるような場合にほ，その最適  
（4）  

億を恵義することさえ不可能となる。さらに．また，微分方程式が，差分方程式として沓き  

改められ畠ような場戚は，その最適基準にもとづく解が，きわめて不安定なものとなり  
（8）  

うるかもしれない。   

要約すれば，伝統的な分析方式による最適化の手法ほ，一・般のシステム分析紅対して，  

きわめて．限定された有効性しかもち得ないということである。なぜなら，・その手法紅従が  

うかぎり，変数値の変化に伴なう解の感応度を定義する，実践的な手段を得ることができ  
（7）  

ないからである。   

（列挙に．よる最適化の手法）   

叙上の問題隠，計算上の煩雑さを伴なうと畔いえ，理論上，その解せ逐丁列挙し，かつ  

吟味サーることに薫って解明することができる。その場合，目的関数に・含まれる変数につい  

て，そゃすべての可能な組み合わせ甲解を規則的に・吟味するためには，もとより最適値を  

定義しておく必要がある。かかる理論上のアイデアを礎石として，しかも能率よく，一段通  

解を見い出す－要請が，列挙に・よる最適化の手法，とくにダイナ・ミック・プログラミ．ングの  

開発を促がしたわけである。   

しかし，すべての可能な解の組魂合わせを逐叫列挙し，かつ吟味する費用は，通常，鬼  

大なものとなる。たとえば，10個の変数が，それぞれ10個中英なる値をとるものと想定し  

た場合の問題について，考察しでみよう。こ・の場合，可能な解の組み合わせの数ほ，全部  

で1010通りとなる。そこで，このすべてを逐一列挙し，かつ吟味するとすれば，たとえ．大  

（8） 型コンビコ∴一夕を利用するとしでも，かなら多くの時間と費用がかかることに．なろう。   
そこで，と甲煩雑さを回避し，しかも－般的な問題を解明するのに役立つ列挙の仕方  

（4）たとえ．ば，線形封画に・おいてほ，関数が連続でなく，したがっでその導関数が定義  

できない結果，最適値は，つねに・その関数の境界線上紅あることを想起せよ。  

（5）電子計静機を利用する場合，この操作は必要不可欠なものとなる。  

（6）この場合，任意の選択変数Ⅹ豆に対する目的関数Zの変化率（すなわち△Z／△ぁ   

の値）′が，最適値の近傍できわめて小さい億をとる結果，この微分は，Zの評価の際   

に生ずる「丸めの誤差」（Round・つff EIユー0ⅠS）の影響を著しく受けるものとなる。  

（7）これ紅対比して，線形計画，および，ダイナミック・プログラミソグでほ，その解   

の1部として，感応度分析を与・え．ることになっている。  

（8）レステム分析のもつ現実埠な意味を考えれば，1010通りという組み合わせの数自体   

は，けっして異常なものではない。むしろ問題は，列挙紅よってその組み合わせの内   

容を求めることに，多くの時間がかかるということ紅ある。   
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が，有効な列挙技術の開発を促がす結果となったのである。すなわち，その場合，与えら  

れた問題の構造について，ある仮表芸ミ導入され，その仮定に．もとづいて，支配的（すなわ  
ち，より有効）な解の組み合わせを要素とサーる解の部分集合が，通常，定義される。した  

がって，われわれほ，かかる解の部分集合の各要素紅ついてのみ，考察を限定しさえすれ  
く10）  （11）  

ばよいことになり，その結果，時間と費用の大幅な節約が可能となるわけである。  

Ⅰ‡Ⅰダイナミック・プログラミング紅よる定式化  

ダイナさック・プログラミングは．，コンビュ一夕にもとづく列挙技術で卒り，それは，  

目的関数と制約式が非線形で，しかもその制約式に．よって定義される実行可能償域が凸状  

でないような問題紅対しても，適用可能である。これまでのところ，ダイナミック・プロ  

グラミングは，異時間忙．わたる幾つかの段階把よって示されるような問題の多くに．適用さ  

れてきたが，もとよりその適用領域ほ，かかる連続的な問題だけ軋とどまるものではな  

い。すなわら，非連続的な問題紅対して－も，十分紅適用可能である。とく紅注意すべきこ 

ととして，ダイナ■ミック・プログラミ．ングは，本来，時間と関係する必要が必ずしもな  
（12〉  

い，という点が指摘される。しかしながら，時間的な意味をもつ通常の言葉でダイナミッ  

ク・プログラミングの内容に言及することは，文献を路む者紅とっては，好都合となるで  

あろう。  

（数学的表現）   

ダイナミック・プログラミングは，目的関数  

Z（ズ）＝maX G（ズ1，ズ2，…，莱Ⅴ）  

を，少数の変数だけ紅依存する幾つかの段階紅分解して，その段階ビと軋最適化を試昇る  

（9）たとえば，加法性の仮定が指摘される。  
（10）この部分集合の要素紅ついての検討が，ダイナミック・プログラミ．ングでは，余す   

所なく試みられるのに対比して－，ぴBIanCh－and一反氾nd”の方法では，部分的紅試魂  

られるム  
（11）すべて■の数理封画法は，段階ごとに．その最適解へ接近していくという意味で，列挙   

紅よる最適化の手法である，ともいえる。しかし，本稿では，それを文字通りの意味   

（すなわち，狭義）紅解釈して用いていることに留意すべきである。  

（12）時間（より正確紅は，時刻）ほ，1つの代数的な変数として，特別な性質をもつも  

のではない。   
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（13）  

ものである。そとで，この目的関数の分解を記述しようとすれば，収益関数g£（為）とい  

う概念の導入が必要となる。収益関数と咋，個々の変数ズ宣に・よって．■引き起こされるG  

（gl，ち，・，ⅩⅣ）の変化を表わしている。その場合，分解とは，目的関数について，す  

べての変数を同時軋変化させてしまうのでほなく，1皮に漁ビく少数の変数だけを変化さ  

せることを意味している。したがって，もしも1つの変数だけで各段階が定義できるよう  

な場合紅は，もっとも有効な解法手償を得ることになる。いま，変数glだけに・注目し，  

その値をかえた場合の目的関数を，つぎのように、書くことができる。  

Z（ズ）＝maX〔二gl（Ⅹ1），maXC′（ち，量，…，ズⅣ）〕  
ズ1  －y2→￥〝  

（1）  

計恕，耳を傾く他の変数に．ついても，その各々に．よって，上式右辺のG′（g2，ズ8，ノ…，  

克Ⅴ）を分解する必要が生しよう。ただし，上式（1）の表示法，すなわち，maX〔A，草〕                                             ズも  

は，Aとβのす・ぺての可能な組み合わせに対して，＆の関数として，関数〔d，旦〕の最  
大値をもとめることを表わしている。したがって，目的関数Z（ズ）を，（1）式の形式に分  

解していくととは，最適化問題を，同時紅全変数を考慮する1つの大きな組み合わせの問  

題から，各段階ごとにどく少数の変数だけを考慮する多数の小さな問題に変換することを  

意味する。その場合，組み合わせ問題の規模は，同時に考慮する変数の数が多くなれば，  

一層大きくなる結果，上述した目的関数の分解ができる場合匿は，計算上の労力を著しく  

減少させることになるのである。では，どこまで問題を分解することができるか，という  

ことほ，Z（ズ）の数学的構造と，変数Ⅹ宜にかかる制約式の数とに依存する。たとえば，  

ある特定の段階において，変数にかかる制約が非負である，すなわち，ズ官≧0であると  

か，あるいはまた，変数弟のとる値が，ある所与の範囲に限られている，すなわち点≦  

為≦ざで表わされるような場合，その制約は，他の段階にほ影響を及ばさない0しかし，  

一般に，各段階を表わそうとすれば，各変数紅かかる制約の数と同じだけ多くの変数が必  

要となる。その結果，変数にかかる制約の存在は，ダイナミック・プログラミソグの次数  

を著しく増大させ，その計算能力を低下させるのである。   

目的関数が分解できる条件は．，2つある。その条件とは，分離可能性（Separability）  

と単調性（Monotonicity）である。いま，各変数義一紅対する収益関数g官（為）が，他の  

（13）ここで言う段階とほ，連続的な問題（たとえば，月ロケットの飛行計画）について   

は，時間，空間，あるいほ，その他の座標系紅おける特定の点などを表わし，非連続   

的な問題（たとえば，静学的な資源配分問題）については，当該資源の配分を可能と   

する特定の活動などを表わすことになる。   
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変数ズグ（ただし，．メキ∠）の値とほ独立であるとき，その目的関数は，分離可儲であると  

いう。また，g£（ズi′）≧g宜（為′′）をみたすすべての場合について，つぎの不等式  

〔飢（為′），G′（量，為，…，ズん）〕≧〔g乞（ズ′′），G′（革，為，…－，ズⅣ）〕  

が成立するとき，そ・の目的関数は，単調であるという。したがって－，目的関数が分離可能  

であり，しかも，単調であれば，その日的関数は，（1）式のように分解可能である。   

なかでも，分離可能性の条件は，実際的な意味において，とくに．重要である。なぜな  

ら，それは，多数の可能解を消去して最適解を見い出すのに役立つからである。したがっ  

て，どのような仮定を設けるかが，ダイナミック・プログラミングに．とって，殊の外，重  

（1塵） 要となる。  
加法的な目的関数，および乗法的な目的関数は，いずれも分鹿可能である。すな申ち，  

加法的な目的関数，  
JV  

Z（ズ）＝革g乞（為）        も■1  

（2）  

ほ，変数あの実数値紅対してニ，つね紅分解可能である。しかし，乗法的な目的関数，  

Z（ズ）＝〔g官（為）〕〔g2（為）〕〔gⅣ（茸Ⅳ）〕  （3）  

は，変数あが実数で，しかも非負（すなわち，為≧0）であるとき紅限り，分離可能と  
（1の  

なるのである。  

（解法戦略）   

最適化の過程とほ，変数為について種々の特定値．ガ£をあてほめることにより，その最  

良な集合を決定することである。このとき，．方名の値を要素とする特定の集合を，ひとつ  

の「政策」とよぶこともできよう。その意味で，ダイナ・ミ．ック・プログラミングの目的  

は，最適政策（．γ1＊，．ガ2＊，‥l，糊＊）をもとめることである，ということができる。   

その解法戦略は，各変数が，他のいかなる変数の影響からも独立している，という仮定  

のもとで，導出される。この独立性の仮定が意味することは，最適政謹（．方1＊，．ガ2＊，…，  

抑＊）のいかなる部分集合（．方1＊，・方2＊，…，・芳蚕＊），叔≦〃といえども，それ自体が，また  

（14）しかしながら，各段階やプロジェクトの独立性を仮定することほ，多くの興味ある   

問題に対してダイナミ．ック・プログラミソグの適用を排除することになる，という犠   

牲を払っていることにも注意すべきである。  
（15）Nemhauser，G，5‘Introduction to Dynamic Programming，〃John Wiley＆   
馳ns，1966，参照。   
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叔 ∬単位の資源（∬＝∑方豆＊）を最初の〟段階紅配分するのにとって，最適でなければなら  
（16）  

ない，ということである。これは，R．E．Bellmanの最適性の原痙として知られてこいる  

ように，それ以後に・続く各変数の最適値，すなわち，・方視り＊，一方忍＋2＊，‥‥榊＊も，また同様  
（17）  

な理由で，それ．以前のすべての段階に．ついて最適でなければならない。この分離可能性の  

条件は，その論理的結果として，ダイナミック・プログラミングに．よる解法の，いわば核  
（18）  

心となる「再帰式」（RecurrenceFdlmula）を適澄もたらすこと紅なるのである。   

ダイナミ．ック・プログラミングの再帰式は，ある段階までの最適値が与えられたものと  

して，それ以降の各段階での最適値を与えるものである。この点を明らかに．するため，〝  

個の段階の集合に対する累積的な収益関数を，つぎのように定義しよう。  

ノ滋（∬）＝ma琴Z（．方l，∬2，…u，ガ彪），〟≦Ⅳ  

朗 ただし，制約式は加法的で，しかも，その上限が度紅等しいという条件のもとで，∬＝∑ガ宜 1  

≦音をみたすものとする。つまり，収益関数／元（g）は，∬単位の資源を，最初の〝個  

の段階紅配分すること紅よって得られうる最大値を与えるものであることがわかる。それ  

ゆえ，再帰式は，∬のありとあらゆるすべて．の値について一考慮されたノ羞（∬）にもとづい  

て，つぎのノ尭．1（∬）をもとめる手順を提供するものである。その結果，ダイナミック・  

プログラミングでは，この再帰式を各段階ごと紅Ⅳ回適用すること紅よって，その最適  

値を容易にもとめることができるのである。   

つぎ把・，叙上の再帰式が，ダイナ■さ．ック・プログラミングのなかで，どのように使われ  

るのかを明らかにして．おこう。そのために，ただ1つの制約式のもとで，加法的な目的関  

数をもつ問題を想定する。いま，変数弟の特定値を・方名で表わせば，この問題を，つぎ  

のように沓き表わすことができる。  

） 

（チ）  

制約条件∑∬・乞≦夏■のもとで，目的関数  

Z（ズ）＝∑飢（．方言）を最大化せよ。  

ただし，芳■は，利用可儲な資源の総監を表わすものとする。   

（16）Bellman，Rr，‘‘Dynamic Programming，〃Princeton UniveI・sityPress，1957，   

およぴBellman，R，ahd S．Dreyfus，“Applied Dynamic Programming，”   
PIinceton University Press，1962，参照。  

（17）Bellmanの最適性の原理とは，要するk．「最適政策の部分系列も，また最適政策  

になっている」ということである。  

（18）ある所与の目的関数紅ついての再帰式は，一逮の増分による最適配分をもたらし，   

それが，一結果として，全体的な最適政策をもたらすこと紅なるのである。   
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（19）  

この場合，再帰式は，つぎのようになる。  

／長（∬）＝maX〔g視（∬彪）十／裾＿ユ（∬－・∬一視）〕  

ただし，0≦笹視≦符仁麒≦君をみたすものとする。  

（5）  

すなわち，仔単位の資源を〟個の段階に配分する最良な方法は．，茸のある部分，すな  

わら，．方裾，を財番目の段階に配分し，その残りの部分，すなわち，（∬－札叱）をそれ以  

前の（朗」1）個の段階に配分する，すべての可能な方法を吟味することによってもと  
し20）  

められる。ここで，エを，われわれが考察するg紅ついての水準の数とするとき，これ  

は，エ2個の可能性をもつ単純な組み合わせの問題に帰着する。そして，こ．の個数は，コン  

ビ．ユ一夕の能力から判断して，さほど大きい数ではなく，したがって，ノ云（g）の値を，好  

配っいてのすべてのエ個の水準把対して，容易にもとめることができるのである。   

ダイナ・ミック・プログラミング紅よる最適化の手順は，叙上の（5）式を用いることか  

ら始められる。まず最初に．，配分される資源が存在しない場合には．，累積的な収益関数の  

値をゼdと仮定することが，つねに可能である。すなわち，〟個のすぺての段階に対し  

て，  

ノ彪（0）＝0  

と表わされる。ここで留意すべきは，基準線と，各変数紅対する収益関数gi（g乙）を，新  
（21）  

たにゼロと定義して－いるということである。これと同様に，利用可能なg単位の資源が  

いかなる段階に．も配分されていない場合には，その累積的な収益関数の値が，ゼロとな  

る。すなわら，  

／ム（∬）＝0  

と表わされる。したがって，われわれは，第1段階の累着的な収益関数ノi（のを，1番目  

の変数に対する収益関数，g．（ズ1），から直接的に．もとめることができる 。これを具体的に 

示せば，  

ノ1（g）＝gl（g）  （6）  

（19）目的関数は，（2）式と同様に，加法的であることに注意せよ。  

（20）各段階に配分されるぺきだ単位の資源が，いかなる単位の部分に・まで分割可能で  

あるかを示している。  
（21）すなわち，（5）式において，∬＝0とおけば，その再帰式は，ノ云（0）′＝maX〔gガ   

（0）十／元＿1（0）．〕，メ彪＿1（0）ごmaX〔g．褐＿．（0）十／．視＿2（0）二〕，…，ノ1（0）ヒmaX〔gl（0）十   

ノb（0）〕七なっており，したがって，ノ♭（0）＝0，および，g名（為）＝g£（0）＝0（た   

だし，≠＝1，2，・，〃）を，前以って与えておく必要があるということである。   
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（22）  

となる。ただし，gl（∬）は，単調であるものとする。なお，各変数に．対する収益関数，  

g乞（為），は，相互に独立である結果，そのうち，いずれの変数を最初に選ぶかは，任意で  

あることに．，留意すべきである。その意味で，叙上の（6）式は，利用可能なg単位の資  

源を鱒1段階に．配分することに．よって得られる最大収益が，定義によって，第1段階の変  

数に・対する収益関数と同じであることを示しているのに過ぎない。   

ダイナミック・プログラミングの再帰式は，ひとたび用いられると，当該問題の最適値  

を決定するべく，Ⅳ個の段階の各々に．ついて，それが直接適用される。この方法に．よる解  

法は，直接的な列挙による方態と比較して，最適値をもとめるのに要する計算を著しく削  
（23）  

滅することができる。すなわち，盾按的な列挙による方法に．従がえば，考慮する必要のあ  

る組み合わせの総数は，エⅣであるのに．対して，ダイナミック・プログラミング紅よれば，  

その各段階がただ1つの変数によって記述されるかぎり，その数ほ，エ2×Ⅳとなるので  

ある。   

ダイナミック・プログラミングによる解法が有するこの計算上の効率は，すで紅指摘し  

たように，変数にかかる制約式の数が増加す・るのに応じて急速に低下する。各段階での収  

益関数を記述するために・は，制約式の数と同じだけ多くの変数，（これをⅤとしよう）が  

存在しなけれはならない。そ・こで，ダイナミック・プログヲミ．ングに．よって吟味される組  

み合わせの数は，近似的にり エγ×Ⅳとなるのである。これより明らかなように．，通常，エ 

とⅣは，はば同じ大きさであると考えられるから，たとえ．用いられる制約式の数が2つで  

あったとしでも，それに要する計算上の手数は，著しく増大すること紅なる。したがって，  

実際に・，ダイナミック・プログラミングを，2つ以上の制約式がある問題紅適用㌧ている  

実例は，きわめて少ないのである。   

最後に，ダイナミック・プログラミ．ングに固有の感応度分析ほ，その方法の有するもっ  

とも魅力的な特徴である点に．，注意を払う必要がある。最適化の過程は，それ自体，相対  
（2・1）  

的に少ない資源と，相対的紅少ない蘭臥すなわち，ノ元（∬），属≦克 とノ長一1（g），との  

計算を必要としている。しかしながら，それほ．，線形計画の場合のように，変数の変化  

（22）前節で与えた，目的関数が単調であるための条件を想起せよ。  
（23）実際に，計算時間がどれは・ど削減できるかKlついては，Bellman，R，“Adaptive  

ContI・01Processes：A Guided Tour，〃Princeton University Press，1961，お  

よびBellman，R，and S．Dreyfus，OP．cit，1962，参照。  
（24）この活動（Activities）は，段階（Stages）K・対応するものである。   
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を，1皮に1つずつ分析するものではない。むしろ，ここでは，利用可能な投入盈を増加  

させた場合の効果を，再帰式の簡単な適用紅よって，容易にもとめることができるのであ  

る。  

（例題紅よる解法）   

つぎに，ダイナミック・プログラミングがどのように用いられるかを，簡単な例題に即  

して考察してみよう。その緒巣をみることにより，最適でない解がどのように・して初期の  

段階で認識され，れそ以後の考察の対象から取り除かれるかを明らか紅することができ  

る。   

いま，3つの異なる川の流域に．ダムを建設することによって，利用可能となる電力Z（ズ）  

を最大にすることを想定しよう。いうまでもなく，川の流域は，それぞれ独立と考えられ  

るから，この問題を，各々の流域紅1つずつ，合計3つの段階に分解できる。したがっ  

で，目的関数は，つぎのようになる。  

Z（ズ）＝gl（∬1）＋g2（一方2）＋g8（．ガ3）  

また，利用可能な始予算が3単位であるものと仮定すれぼ，当該問題の予算制約式は，つ  

ぎのようになる。  

ガ1十和＋侮≦3＝音  

さら紅，簡単化のため，投資の実行可能な水準エは，0，1，2，または3単位のうちの  
（25）  

いずれかであるものと仮定しよう。また，このときの収益関数（すなわち，ダムの建設に 

よって一利用可能となる電力は，表1，および図3によっで与えられて－いるものとしよう。  

いうまでもなく，とれらの関数は，ダムを建設する谷の地形が，通常，異なってし、るた  

め，一様に凸状，あるいは凹状である，ということに．はならないのである。  

（25）この仮定は，ダムを建設しようとすれば，ある程度のまとまった資金が必要である   

という経験的事実紅もとづいている。なお，より厳密軋述べれば；エは，実行可能な   

投資水準の数を表わすことから，0，1，2，またほ3単位をその内容とする4通り  

である，と言うことに．なる。   

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ



「ダイナミック・プログラミソグ」．の方法について  一郎－－  411  

段  階（流域）  
収益関数  

か＝1ト 2＝2   

0
 
 
3
 
 
5
 
 
6
 
 

gi（0）  

g£（1）  

g£（2）  

g査（3）  

0   

2   

4   

6  

表1各流域を段階とみなした場合の異なる投資水準   

（0，1，2またほ．3）に対する独立した収益関数  

宅レ  ．  ∴」     （ズ）“沈 ／ － 

－一ニーーーl  
1 2  3  

Ⅹ2   

図3 各流域に．おけるダム建設のため，異なった水準の投資を行なった   

場合の収益関数g夏（∬豆）  

て，前節で明らかにしたように・，いかなる酒銘対しても資源を配分しないかぎり収  
益は生じ得なしやら，すべての為に対しで以0）＝0となる。また，利用可能な資源に  

ついての異なる水準を最初の段階（すなわち，算1ダムの建設）に・配分すれば，  

ノi（g）＝β1（∬）  

となり，したがって，これほけ  

ノ1（0）＝0，ノ1（1）＝2，ノi（2）＝4，ノi（3）＝6  

を意味することに．なる。   

つぎに，資源の異なる水準を，2つの段階（すなわら，欝1ダムの建設と欝2ダムの建  

（26）すなわち，各流域に・おけるダム建設を意味する。   
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設の双方）に対して－どのように配分できるかを考えてみよう。との場合の再帰式は，つぎ  

のようになる。  

ノ妄（∬）＝maX〔g2（一方2）十石（∬－・・光■2）■）  

0≦ガ2≦g   

これを具体的に．表わせば，  

／妄（0）＝maX〔g2（0）十／1（0）〕＝0   

および，  

ノ去（1）＝maX〈〔ノg2（0）＋ノ1（1）〕またほ〔g2（1）十／1（0）〉  

＝maX〔（0十2）または（1十0）一〕＝2  

となる。なぜなら，2つの段階に対して1単位の資源を配分する方法ほ，2つあるからで  

ある。さらに，表1に．よって容易に確かめられるように，以下同様の引算にもとづいて，  

ノ2（2）＝maX〈〔g2（0）＋ノ1（2）〕または〔g2（1）十石（1）〕  

またほ〔’g2（2）十八（0）〕）  

ニmaX〔（0＋4）またほ（1＋2）または（5＋0）．〕  

＝5  

ノ2（3）＝maX〈〔g2（0）＋差（3）〕または〔g2（1）＋ノ1（2）〕  

またほ〔g2（2）十／i（1）〕または．〔g2（3）十石（0）〕）  

＝maX〔（0＋6）または（1＋4）またほ（5＋2）  

または（6＋0）‘〕  

＝7   

を得る。  
（27）   

また，烏（g）についても，同様な仕方で，容易に．もとめることができる。その結果の  

みをまとめて記せば，つぎのようになる。  

ム（0）＝maX（0＋0）＝0  

長（1）＝maX〔（0＋2）または（3＋0）二〕＝3  

ノ去（2）＝maX〔（0＋5）またほ（3＋2）またほ（5＋0）〕  

＝5  

ノ去（3）＝maX〔（0＋7）または（3＋5）または（5＋2）  

または（6十0）〕  

（27）この場合，再帰式は，．烏（∬）＝maX（g8（・方3）十／妄（∬－・・ガ3）：〕として表わされる。                  0≦差8≦∬   
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＝8   

以上の結果より，利用可能な3単位の資源を3つの段階に対して．，配分することによって  

得られる最大収益ほ，8であることが判明する。   

つぎ把，資源のどのような配分方法が，この最大収益8をもたらしているかをみるため  
（28）  

に，与えられた問題の解法手順をふりかえってみるととに．しよう。   

まず，最初に，ノ占（3）は，つぎのようにしてもとめられている。  

亮（3）＝8＝g3（1）＋ノ去（2）  

これより，1単位の投入が，為に配分され，また，残りの2単位が，最初の2つの段階  

に．配分されているこ．とが明らかとなる。つぎに，  

／去（2）＝5＝g2（2）十ノ1（0）  

であったことから，残りの2単位の資源は，すべて籍2の段階紅対して配分されているこ  

とが判明する。表2は，以上の結果を要約したものである。   

ここで注目すべき点は，ダイナ・ミック・プログラミングが，実行可能領域の凸性を必ず  
（29）  

しもその前提条件とほしていない，ということである。したがって，通常の限界分析，あ  

るいは，線形計画では，つねに実行可能領域の凸性を前提としているので，それをここで  

の例題碇．適用したとすれば，当然間違った答えを導くことに．なるであろう。たとえば，図  

3の収益関数g豆（・方電），（よ＝1，2，3）紅従がって，積み上げ方式による最高便益が得ら  
（、10）  

れるように，利用可能な資源を配分してタよう。このとき，まず，最初の1単位の資源  

は，第3の段階に配分されることに・なる。さらに，つぎの1単位は，襟1の段階，または  
（31）  

寛3の段階に配分される。そして，最後の1単位は，もしも2番目の資源が算1の段階紅  

配分された場合に偲，発1の段階，または償3の段階のいずれかその一方紅配分され も  

しも2番目の資源が第3の段階紅配分された場合紅ほ，算1め段階に配分されることにな  

る。したがって，この最終的な配分形態は，（1，0，2），または（2，0，1）となる  

（28）この作業を糾Wo止back〃という。したがって，ここでの課題は，最大収益をも   

たらした具体的径路を見つけ出すことにある。  
（29）この点紅ついては，表1，および，図3紅よって確認される。  

（30）これは，最小単位の投資水準から出発して，収益関数の勾配がもっとも大きいもの   

を，すべての段階のなかから選び出し，逐次，その段階に資源を配分していく方式で  

ある。  
（31）この場合，算1の段階への資源配分と算3の段階への資源配分は，同じ勾配（すな   

わち，2）をもっている結果，無差別となる。   
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（32）  

が，これより得られる最大収益は，いずれも7となっている。すなわち，この限界分析に 

よる計算結果ほ，ダイナミック・プログラミングによってわれわれがもとめた最大収益8  

とは異なっている点紅留意すべきである。  

表2 例題紅おける最適資源配分   

（解法の図解）   

ダイナミック・プログヲミ．ングは，す、ぺての可能な段階に．対して，すべての可能な資源  

配分の塵を考慮するととにより，当該問題の最適な収益をもとめるものでほあるが，しか  

しすべての可能な観み合わせの効果を計算しているわけではない。すなわち，各段階ビと  

に累積的な収益関数，／長（∬），の値を求めることは，その配分について1つの径路を選び  

出し，その他の径路を放棄するという意味で，事実上，部分的な最適化を行なっているわ  

けである。つぎの図4～図7は，各段階での部分的な最適化を例示したものである。  

配分される資源  
の水準  

f。（0）＝0  

段階1  

fl（0）＝0  

段階2  
f2（0）＝0  

段階3  
fき（0）＝0  

図4 資源配分のノ－ドに．よる図式化  

（32）ここで，（1，0〉 2）ほ，1単位の資源を第1ダムの建設拡充当し，2単位の資   
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まず，図4は，利用可能な0，1，2，および3単位の資源を，ダム建設という酒勒に  
（‘こ131  

配分する，すべての可能な仕方を，「ノ、－・ド」表示したものである。たとえば，そ・の第2  

行は，1単位の投入がどのように使われてし、るかを示している。また，いかなる段階に対  

しても，一切投入をしていないことを示すノー・ドAから出発して－，1単位の資源を2つの  

段階のうち，そのいずれか一方に．配分することを示すノ・－・ドG把．至るまでの径路は，1単  

位の資源を2つの段階について配分する，そのすべて．の可能な組み合わせの仕方を表わし  

て：いる。こ．の場合，その径路として，ABGとACGの2つが描かれており，これらほ，  

1単位の資源を第2段階と第1段階に，それぞれ配分するこノと紅対応しでいる。このう  

ち，より有効な配分の仕方は，．ガ1＝1，．鴛2＝0のACGであり，その累税的な収益関数の  
（84）  

値ほ，．／妄（1）＝2として与えられた。そこで，つぎに．，2単位の資源を3つの活動匠．もっ  

とも有効に配分する仕方を考えてみること紅しよう。すなわち，これは，どのように．して  

図4のノー・ドL紅到達するかを考．え．てみることである。このとき，Gを通る径路は，AB  

GLとACGLの2通り存在する。しかしながら，そのうらCを通る径路は，Bを通る径  
（こミ5＼  

路よりも望ましいことを，われわれは，すでに明らかに．している。したがって，ABGL  

の径路は，葦2の段階において考慮の対象から取り除かれ，それ以降に．おいて，再び取り  

上げられることはない。このようにして，吟味されるぺき径路（すなわち，組み合わせ）  

の絵数を減少させることができるのである。   

つぎ紅．，図5′｝図7は，吟味されるぺき組み合わせの数が，どれほど減少されるかを示  

したものである。そのうち，図5は，各段階ごと把・，吟味されるぺき組み合わせの数が，  

どれほど大きくなっていくかを示している。すなわち，ある段階での組み合わせの数は，  

つぎの段階でさらに一層大きくなり，その緒果，図5のようなぴTIeeDiagram〃を得る  

あである。したがって，ダイナミック・プログラミングの過程は，各段階で吟味されるぺ  

き余分の枝（すなわち，有効でほない組鼻合わせ）を切り落すこと紅他ならない。そと  

で，図6を用いて，1単位の資源を2つの段階に眉己分する場合の数を考えてみることにし   

源を算3ダムの建設紅充当することを意味する。また，（2，0，1）についても，   

同様な意味づけが可儲である。  
（33）これは，図4に示しているように，結節点（これをNodeという）による表示方式  

を意味する。  
（34）．／妄（1）＝maX〈〔g2（0）＋．／1（1）r）または〔二g2（1）＋／1（0）〕）としてもとめられたこ  

とを想起せよ。  
（35）〔g2（0）＋ノ1（1）〕：＞〔g2（1）十ノi（0）〕を意味する。   
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段階1  段階2  段階3  

ー90－  

最大収益  

図5 資源配分の‘‘Tree Diagram”  

ただし，為＝1（2）は，第1の段階に対する変数Ⅹ1の値を1単  

位としたとき，2の収益が得られることを意味する。また，⑨は，  

累砥された収益が，5であることを意味する。   

よう。この例題で，すでに示したように，利用可能な1単位の資源を第2の段階にのみ配  

分する仕方は，最適なものではなく，したがっ七，それにもとづく組員合わせの仕方をそ  
（38）  

れ以降の段階において考慮する必要はないのである。さらに，2単位の資源を最初の2つ  

（36）図6の（a），参照。   
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段階  
1  2  

／一●  

Z（Ⅹ）＝1（切り落す）  ／／  

ノ／＿＿．  

Z（Ⅹ）ニ5＝f2（2）  

Z（Ⅹ）＝2＝董2  

」－1→Z（Ⅹ）＝3（切り落す）  

こ子＼＼ここ二二二     ＼      ＼  

ヽ  、・ －・、  

Z（Ⅹ）＝4（切り落す）  

（b）  

図6 最適でない枝（組み合わせ）の封定  

ただし，2つの段階紅対して，（a）は，1単位の資源を，また（b）  

は，2単位の資源を，それぞれ配分する場合を表わしている。  

図7 各水準に．おける資源の最適な姐魂合わせ  

ただし，4つの組み合わせを除く他のすべてが，各段階ビとに河東  

を受けている。   
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の段階紅対して配分する仕方紅ついても，同様に吟味され，余分の枝が切り落されること  
（弓7）  

になるのである。最後鱒，図7ほ，各段階において．，残されるぺき枝（すなわち，組み合  

わせ）の数が，利用可能な資源の水準と同じ数になることを示している。そして，これ  

ほ，各段階において，累積的な収益関数／叔（∬）の値が，エ個存在するのと対応してい  

る。  

ⅠⅤ ダイナミック・プログラミングの応用  

レステ・ム到画についてのすべての制約を，1つか2つの制約条件に．まで減少させること  

は，一一般把・ほ難しいので，どのような計画問題に対してもダイナ■ミック・プログラミング  

を適用できるわけではない。したがって，それは，予算に対するプロジェ．クトの選択問題  

や，ノまた，所与のシステムに対する操作と管理の決定問題を取り扱かうのに，もっぱら利  

用されてきた。そこで，つぎに，ダイナミック・プログラミングを適用することがふさわ  
く38）  

しいと思われる主要な問題群を，要約的紅述べておくことにしよう。  

（不達椀な問題群）   

ダイナミック・プログラミングほ，割り当てられるぺき項目の数が少ない場合にかぎっ  

て，その配分問題を解くことができる。ただし，この場合，ある特定の連練性を意味して 

いるわけでほない。すでに・，例題でみてきたように，そこでの段階ほ，単に．当該項目が割  

り当てられるぺきプロクエクト，ないしスロットを表わしているの托すぎない。そこで，  

このような配分問題に対して，ダイナミック・プログラミングを適用している典型的な寧  

（89）      （40） 例として，われわれは，資本の予算化問題や人員配置問凰 さらに，また各市場粧対する－  

（37）図6の（b），参照。  
（38）広範囲払わたる適用例についてほ，Aris，R，“TheOptimalDesignofChemical   
Reactors，”AcademicPress，1961，Bellman，Rり，OP・Citl，1961，Bellman，R．，   
op．citl，1957，Bellman，R，and S・Dreyfus，Ob．cit」，1962，Wagner，H．M，   
♂♪．c∠′小，1969，およぴW血ite，D．．J・，β♪・Cオオ′′，1969，等を参属せよ。  

（39）R deNeufville，and Y．Mori，砧OptimalHighwayStaging Through Dy・   
namic ProgIamming，〃ASCEJournaiof Transportation Engineering，Vol．  
2，1970，およぴ Gulbrandsen，0，㍑OptimalPriority Rating of Resource   
Alloqationby Dynamic PIOgramming－Application on RoadInvestments，”  
Transportation Science，Vol．1，1967，参照。  

（40）WagneI，H．M．，0♪、C≠f，1969，参照。   
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（41） 物資の輸送問題等をあげるととができる。   

配分問題は，加法的であることもあれば，また，乗法的であるこ．ともある。そのうち，  

乗法的な配分尚題に対する再帰式は，  

／裾（の＝〔’g双（∬毘）〕〔．／ぬ＿1（好一∴方視）〕   

となる。ただし，∬裾は，0≦∬裾≦私 をみたすものとする。このような再帰式ほ，たと  

えば，われわれが成功の確率や，システムの信頼性を最大化しようとする場合には，うね  

に．妥当するものとなるであろう。と申場合，あれわれは，すべての要素が同時に失敗する  

ものとして定義される，失敗の機会を最小化するように努めているのである。したがっ  

て，上式に．おけるg£（．ガ電）の項ほ，伊投資水準．ガ乞が与えられたものとして，∠番目の要素が  

失敗する確率を表わしていること紅なる。   

これらの配分問題は，すべて前方探究的（Forward－Seeking）であるといえる。なぜ  

なら，こ．の場合，分析者は，まずもって．彼がなにを持ち合わせているかということを知る  

ことから手始め，そして．，彼が達成し得る最良の状態を定義しようと望むからである。も  

とより，これとほ逆の問題を提起することもできる。すなわち，この場合，分析者ほ，ま  

ずも．って彼が達成しなければならない状態を知ることから手始め，そして．，その目的を達成  

するぺき最良の手段を知ろうと望むであろう。これらの後方探究的（Backward－Seeking）  

な問題ほ，一見したところ，きわめて不自然に思われるかもしれないが，しかし，こ．れら  

の問題ほ，叙上の前方探究的な問題と，数学的にほまったく同じものであり，しかもダイ  

ナミック・プログラミングを実際問題に＝適用したケ－スの大半が，この後方扱究的な問題  

であることほ，注目するにイ患いしよう。   

われわれは，後方探究的な問題で，しかも不連続な問題の典型として，いわゆる「仕分  

（42） け問題」をあげることができる。この場合，分析者に対しては，最小の壁用で，ある与え  
られた需要を荻たすように，各種用役の施設を振り分けることが要請される。このよ／うな  

問題の実例として，たとえば，どのようなサイズの鋼材を？くって森工場紅送るぺきであ  

るかといった問題や，あるいほまた，薄板紅対する需要を最小の受用でみたすためには，  

どのような厚さの薄板を生産したらよいかといった問題が指摘される。  

（41）Hillier，F．S。，and G．J．Lieberman，‘‘Introduction to Operations Re・  
search，〃Holden－Day，1967，およびWhite，D．J，OP。Cit．，1969，参照。  

（42）砧Assortment Problem〃 とよばれるものである。White，D．J，OP．c紘，1969，   

参照。   
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（変数の再解釈）   

ダイナミック・プログラミ．ングの発展において，変数ズ£は，ある資源君の与えられた  

数畳・ガ£が投資されるようなプロクエクトを表わすものとして解釈されてきた。このよう  

な変数の解釈は，当該プロセスを説明するのには便利であるが，しかし，ダイナミ．ック・  

プログラミングが適用できるもっと一般的な状況の説明としては，著しく限定的なもので   

ある，といわざるを得ない。事実，配分されるぺき資源が，血切存在しないような状況も  

多く，そのような場合，分析者の関心ほ，たとえば，ある物理的な位置といったような，  

特定の状態にとどまる費用や，また飛行機のスピードといったような，ある特定の属性を  

もつことの費用や，さらに，またⅣ単位のストックを持つ状態といったような，ある特  

定化された指標を持つことの登用に，もっぱら向けられている。   

したがらて－，これまでにわれわれが用いてきた記号に対して，それがもっと一般的な意  

味をもつよう把，再解釈をすることが必要となる。とりわけ，ノ云（g）を，再帰過程の始  

まりから数えて■，朗二段階紅至った時点で状態茸虻．あるときの最適値を表わすものとして－，  

再解釈をほどこすことは有益である。ただし，再帰過程の始まりとは，当該問題が，前方  

探究的な問題として定式化されている場合紅は，その問題紅おける最初の段階を意味す争  

ものとなり，また，それが，後方探究的な問題として．定式化されている場合には，その問  

題に．おける最後の段階を意味するものとなる。各々の段階における状態は，∬に．よって特  

徴づけられ，そして，それは，一般把，資源配分問題でみたような，総合的な制約によっ  

て限定を受けるのでほなく，むしろ，そのプロセスにおける制約紅よって－限定を受けるの  

である。したがって－，たとえ．ば，いかなる段階紅おいて－も，在庫の状態ほ，在庫盈が「現  

在入庫されている数畳」プラス「実際に．生産された数盈」を上廻ることはない，という事  

実紅よって限定を受けることになるのである。  

（連続な問題群）   

ある種の問題ほ，たとえば，ある目的を達成させるべく，最短距離のルート，あるいは  

また，最小空用のルー・トを見つける問題のよう紅，空間あるいは時間という局面のなか  

で，自然把．々・の様相を呈するものである。このような問題の場合，ダイナミック・プログ  

ラミングは，すでに示した理由紅よって，後方探究的なものとなるであろうが，そこでの  

段階は，当該空間あるいほ当該時間に．おける自然の停止点を意味するものとなる。   

これに関連して，ダイナ■ミック・プログラミングのもっとも重要な適用例を，われわれ   
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（43）  

ほ，将来の需要に．対する各種生産能力の計画や，在庫調整などにもとめることができる。  

そのとき，段階は，在庫量や計画期間を表わすことになり，また，その再帰式は，  

ノ裾（∬）＝min〔C（P＋J）＋ノ読＋1（∬）〕  

として／表わされる。ただし，∫は，現在入庫されている数盈，Pは，段階〝に・おいて生  

産された数盈を表わし，また，C（P＋∫）は，在庫盟を維持する費用と，その生産のための  

費用を表わすものとする。したがって－，∬ほ，生産景と入庫温から需要量を差し引いた  

残高であることが判明する。   

同様紅，生産過程の制御問題を定式化することも可能である。この場合，いかなる段階  

においても，その状態は，物理的ないしは化学的な過程によって規定されるものとなる0  

たとえ．ば，R．E．Bellmanは，この方法で解くことのできる広範醤の問題群を指摘して 
（44）  （45）  

いるし，また，R．AIisほ，化学的な過程の最適化紅ついて，一冊の本を著わしている0  

最後に．，十分満足のいくものでほないとはいえ，所与の目的のため紅，機械や用役の段取  

りを決める問題について，ダイナミック・プログラミングを用いることができるよう紅，  
（46）  （47）  

そのような問題を定式化することが可能であることを指摘しておく。  

Ⅴ‘チBranch－and－bound〃の手法  

いわゆる以B柑nCb－andJx旧nd〃の手法とは，図6，および図7によって明らかに・した  

ように，最適でない選択枝を勇定するという考え方紅もとづいた，1つの最適化の手順を  

意味するものであハる。したがって，それを概念的に述べれば，“BIanCh－and－bound”の  

手法は，ダイナミック・プログラミングの拡張であると考えることもできよう。  

“Branchqand－bound”の手法が有する最大の利点は，当該問題の構造にIついて，最小  

の仮定しか行なう必要がないという点にもとめられる。これを具体的に・述べれば，ある与  

えられた変数についての収益関数が，他の変数についての収益関数とは独立である，とい  

う仮定を必要とはしないし，また，変数の連続性という仮定も必要とはしていない，とい  

うことである。その結果，“Branch－and－bound”の手法は，とくに整数計画問題紅対し  

（43）Wagner，H．M，OP．cii，1969，およびWhite，D．J，Ob・Cit，1969，参照。  
（44）Bellman，R，〃♪．c∠f，1961，参照。  
（45）AIis，R，〃♪．cま≠・，1961，参照。  
（46）これを以Job Sequencing Problem”という。  

（47）Bellman，R，and S．Dreyfus，OP．cit，1962，参照。   
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（48）  

て，首尾よく適用されてきたのである。この手法が有するもう1つの実際的な利点ほ，た  

とえ，その最適化の手順を分析者の手もとにある問題紅合うよう紅加工する必要があると  

はいえ，それは，すぐれて容易に，コンビュ一夕のプログラムとして＼組み込むことができ  

る点にもとめられる。  

“Branchqand－bound”の手法ほ，もしも要素の結合の仕方把・制約が諌早られていない  

ならば得られたであろう最適値と比較することによって－，有効でない解の集合を切り捨て  

るものである。したがって，すべての制約をみたすという意味で，実行可能な解である変  

（49） 数の集合紅ついて，その上限が，他の集合の上限よりも優位を占めるとき，われわれは，  
この後者の集合を，もほやこれ以上，考慮の対象とする必要がないわけである。すなわち，  

一旦，劣位紅おかれた変数の集合は，たとえそれが実行可能であったとして．も，けっして  

衆通解を与えるものではない，ということである。換言すれば，‘唱ranc壬1－and－・bund”  

の手法に・あっ 

とである。その意味で，“Branch－and－bound”の手法が有する効率性は，弟定の過程で  

可能解としで考慮される，有意な変数の集合を規定する能力と，さら紅，各集合の最適値  

についての欄密（ti如t）な限界を確立する能力に依存するものである。   

つぎに，払BIanCh－and－bund〃の手法が，どのように．使われるのかを示すため紅，つぎ  

（50） のような人員配置問題を考えてみることにしよう。この間題の目的は，与えられた人々を  
4つの仕事にそれぞれ割り当てること把‥よって，そのすべての仕事を完成させるの紅要す  

る費用を最小紅するととである。ただし，各人に贋なった仕事を1つずつ割り当てた場合  

匿要する費用は，表急に示されているものと想定しよう。 ■   

また，ここでの制約条件として，1つの仕事に．対して割り当てられる人数は，ただ1人  

匿限られているものと想定しよう。このとき，考えられる実行可能な組み合わせの総数は，  

4！＝24となり，これらすべての可能解を逐一列挙し，その各々を吟味することに．よって－，  

当該問題の最適解を得ることは，もとより可能である。しかし，以BI・anCh－and－bund，チ  

の手法を用いれば，もっと少ない手順に．よってその最適解を得ることができるのである。  

（48）Wagner，H．M，Ob．cit，1969，参照。  
（49）いうまでもなく，ここでは，最大化問題を前提としている。したがって，もしも，   

最小化問題を前提とすれば，「上限」という言葉を，「下限」という言葉紅，置き換  

えなければならない。  
（50）この人員配置問題は，Hiller，F，S，and G，J．Lieberman，Ob．cit．，1967，紅   

負って．いる。   
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表3 A，B，C，Dの4人に対して，異なった4つ  

の仕事を1つずつ割り当てた場合紀要する費用  

まず，最初のステップは，通常，最適値にづいての限界（これを‘‘Bound”という）を  

（51） 決めることである。各々の仕事を完成させるの紅要する最小費用の総和は，表3を吟味す  
ることに．よって■，つぎのようにもとめられる。  

総合的な下限（すなわら，費用）ニ10＋5＋9＋14＝38   

与えられた人々をどのように割り当てなおしたとしても，これより費用が安くなることは  

ないのである。ところが，この下限は，C氏が，仕事1と仕事3のいずれに．も割り当てら  

れている結果，当該問題の制約条件をみ．たして．おらず，したがって，実行可能な解ではな  

いことが判明する。しかしながら，この総合的な下限が有する有効性ほ，たとえば，大規模  

な問題に．おいて，そのすべての可能性を探索することができないような場合に，‘‘Br串nCIl－  

and－bound〃の手法をいっ止めるぺきかを決定する指針を，分析者やコンビューー一夕のプロ  

グラマーに提供し得る点にもとめられる。すなわち，当該問題の解が，この下限にもっと  

も近くなったとき，われわれほ，計算を打ち切ることができるのである。   

つぎのステップは，比較のため紅，可能解の集合を定義するこ．とである。この問題で  

は，仕事1を担当し得る4人の異なった人々紅よって，4つの自然なグル－プを構成する  

ことができる。さらに，また，この各々のグル－プに対して，堂用紅ついての岡密な下限  

を確立することやできるのである。たとえば∴A氏が，仕事1を担当しているグル－プに 

ついて，その費用の下限をもとめれは，つぎのように．なる。  

A氏を含むグルTプの下限＝26＋5＋9＋14＝54  

（51）この間項陀ついてほ，下限を決あることを意味するd   
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なお，これは，実行可能解となってこいることに注意されたい。また，これと同じように，  

2，3，4の仕事を割り当てるとき，B，C，Dの各氏を逐次取り除いて構成される，残  
（52）  

りの3つの可能性について．，その下限をもとめることも可儲である。   

これらのステップによる検討結果は，つぎの図8紅示されており，そこでは，4つの最  

初の解の集合が，最初のステップからの分枝（これを“BIanCb”という）として，表わ  

されている。  

仕事1の担当者  

（勾 54 ＝26＋ 5 ＋ 9 十14  
実行可能解  

⑧59 ＝30＋ 5 ＋ 9 十15  
実石不能解  

¢）49 ＝10＋ 5 ＋20＋14  
実石不能解  

妄の   
下限を示す  ＼  

⑨58＝20＋15十9＋14 ／  
実行可磯解  

図8 A，B，C，Dの4人のうち，だれが仕事1を担当するか紅よっ  

て識別された，4つのグループの費用紅ついての下限   

こ鱒うち，A氏とD氏が，仕事1を担当したときの下限は・，いずれも実行可能である。ま  

た，B氏とD氏のいずれか一方が，仕事1を担当したときの集合についての下限は，A氏  

が，その仕事を担当したときの実行可能解よりも高くなってこいるので，これら2つの解の  

集合を，われわれほ，それ以降の考慮の対象から取り除くと・とができるのである。つぎ  

に．，C氏が，仕事1を担当したときのグループは，これまでのところ，最小壁用の実行可  

能解とみなされていたもの（すなわち，A民が，仕事1を担当することによって－，畠の費  

用をもたらすもの）と比較して，相対的に費用は少ないが，しかし実行不能な限界なもっ  

てこいることが判明する。そこで，仕事1をC氏に担当させたときのグループが，は．たして，  

この54という費用よりも相対的に．少ない費用で，しかも実行可能な解をそのうちに含んで  

（52）たとえば，B氏を仕事1に・割り当てるとき，残りの3つの仕事2，3，4に対し   

て，B氏は必然的に排除される結果，B氏を除く最小費用の割り当てを表3に・よって   

もとめれば，仕事2をD氏，仕事3をC氏，仕事4をD氏に，それぞれ割り当てるこ  

と把．なる。なお，この組み合わせが，図8の欝2分枝紅対応しているQ   
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いるかどうかを判定するため紅，このグル－プの部分集合を，さらに吟味しなければなら  

なくなる。   

かくして，第3のステップは，C氏が，仕事1を担当するグル十プの部分集合について，  

さらに倹討を加え．ることである。ところで，この問題軋おけるその部分集合を，論理的に  

考察すれば，それは，A，B，Dの各氏に対して仕事2を割り当てる組み合わせを意味す  
（53）  

るものとなる。これらの検討結果は，図9に．よっで示されている。  

仕事1の担当二者  
仕事2の担当者  

実行可能解  
59＝10十15＋20＋14  

実行不能解  

70＝10＋25＋20十15  

実行可能解  
55＝10＋ 5 十26十14  

図9 算3のステップに．おける，費用に／ついてこの下限  

ただし，欝2のステップにおけるBおよびDを含むグル－プは，  

最適でない結果，除外されている。  

この図より明らかなように，これらの部分集合紅ついて，その下限をもとめれば，55とな  

っており，これは，欝2のステップで得た実行可能な下限（すなわち，54）よりも大きな  

値となっている。したがって－，結局，実行可能であるこの最下限（すなわち，朗）が，当  

該問題の最適個となるのである。   

要するに．，われわれは，合計8通りの組み合わせ（すなわら，これは，総数別のうちの  
（54）  

ちょうど％に．あたる）を吟味すること紅よって，当該問題の最適解を得ることができたの  

である。   

最後に，以飢ancb．－and一反氾nd〃の手法に．よって考慮されるぺき組み合わせの総数が，  

（53）なぜなら，C氏は，すでに仕事1を担当するぺく，割り当てられているからであ  

る。  
（54）すなわち，仕事1をA氏，仕事2をD氏，仕事3をC氏，仕事4をB氏に．，・そ・れぞ  

れ割り当てることを意味する。   
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－－・体いくらになるかを，われわれは，前以って決めることができない，という点を指摘し  

ておこう。いうまでもなく，弊定を受ける可能解のグル－プは，著しい数にのぽるのでほ  

あるが，それでも，なお多くのグル－プが，検討の対象として残ることになれば，当該問  

題の最適解を，コンビ．ユ∴－・タによる計算の許容時間内で決定することは，かなり難しいも  

のとなるであろう。そのような場合，分析者は，‘‘BI■ancb－and－bund〃の手法を用いる  

ことに．よって，当初，彼が出発したときの解よりも，相対的紅優る解を探索することを肇  

む筈である。そのとき，彼が，絶対的な下限からどれはど革離して1、るかを知ることほ．，  

当該問題の解明紅と 
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