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Ⅰ ほじめに．   

連立一次方程式A∬＝あ（A‥正方行列，∬，あ‥ベクトル）を計算機で解くとき，唯一・  

の解を持つ場合は従来のGauss消去法と，それよりは良い結果を出す皆の反復改良法が  

ある。これとはまったく別に，もともとは逆行列を求めるための■アルゴリズムから出発し  

たらしいが，それの適用範囲が琴は威張できて，rank落ちしたときの正方形行列や，長  

方形行列の一般道行列を求め，一つのある解を求めることが考えられる。各々の方法の紹  

介とあるデ・－タについて計算機を使用したときの結果を比較する。  

記号   

A，Bなどで別行弗列の行列を表わし，わ成分をαり，ぁりなどで表わす。ギ，yなと  
ヽ．   

でベクトルを，α，α，声2，γなどほ適当なスカラ・一盈とする。A＊はAが実行列のとき   

は転置行列を，複素行列のときは転置共役行列を表わす。Ⅰで単位行列を，A－1で行   

列式がゼロでないときの逆行列を，A＋で行列式がゼロのとき等の一般道行列を示す。   

det（A）でAの行列式をあらわす。  

行列のノルム   

説明の都合上，近さを測るために2踵炉のノルムを利用しているが，両者の関係を述べ   

ておく。  

A＝（α吏J）宜＝1，パ1・例；．ブ＝1，…彿  

rank（A）＝γ  

ん（A＊A）宜＝1 ，…，γr はA＊Aの固有億とする。   
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674   第50巻 第5・6号  －J5J－  

各んは正である。大きさの順にス1≧ス2≧≧んとするとき，  
】   

11Aル＝（∑1αりl2）電：コ・一・クリッド・ノルム  
！・J  

11All針＝（jl（A＊A））で：スペクトラル・ノルム  

と定義する。  

n B＝（bi1）のtraceをtrace（B）＝∑biiとあらわすと 五言1   

trace（A＊A）＝∑laijl2＝11AtlB2 †．J  

またtraceは固有億の和でもあるから，  

γ   traee（A＊A）＝∑ん（A＊A）  
i＝1  

∴ス1（A＊A）≦trace（A＊A）≦ヶ・・ス1（A＊A）   

．l川Atlβ2 ≦llAlt㌔ ≦γ・11A】lβ2   

み1Allβ≦1tA‖ぶ ≦l】A‖β   

従って－，2番目の不等号より，ユ・・－クリッド・ノルムで測って：ゼロに・近いもりは，ス  

ベクトラル・ノルムで測ってもゼロに．近い。1番目の不等号より，ユークリγド・ノル  

ムで測って大きいものほ，スべクーラル・ノルムで測っても大きい。すなわち，どらら  

のノルムで収束性を論じてあっても結果は同である。  

行列式の微分  

A＝（αり）宜＝1，‥解；．グ＝1，…れ  

αり＝αり（訂）   

のとき，行列式の数分は次のようである。  

α11（∬）α12（∬）…・α1れ（α） α21′（ガ）α22′（∬）…‥α2花′（∬） αれ1（∬）α沌2（ガ）・・αれ花（鑓）  

α11′（ガ）α12′（打）…α1乃′（ガ）  

？21（∬）  望2彿（∬）  

ふ1（わ  ㌫（打）  

t  
ddet（A）  ＝de  

dガ   

α11（∬）α12（ガ）α1符（鱒）  

α21（α）伽2（∬）α2れ（ガ）  

αれ1′（芳）α仲2′（ガ）…品花押′（∬）  （  

＋det  

ddet（A）  
の右辺の式   証明は，det（A）の計算をしてしまった後，ガで微分した式が，  

になることを確かめることに・よって行われる。   

dぉ  

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ



連立一一・次方程式の解法について  －J55・－  675  

ⅠⅠ反復改良法   

係数行列の要素が対称であるとか，対角要素線にそって0以外の要素が帯状に並んでい  

るとかの特徴をそなえていず，まんべんなく0以外の要素が散らばっているとき，連立－・  

次方程式A∬＝あを解く■アルゴリズムで，ガウスの消去法にまさるものほこれまで知られ  

ていないと思われる。   

ガウスの消去法の代数的な基礎ほ，係数行列Aの三角分解である。  

〔定理1〕   

彿次正方行列Aのはじめのた行た列からなる主小行列をA克であらわす。、ゐ＝1，2， 

％－1に対して－det（Aた）キ0と仮定すると，対角要素が1の下三角行列エ＝（～り）と，上  

≡角行列打＝（恥メ）でム打＝Aとなるものが一意に存在する0  

（証明ほ大抵の教科書にあるので略す。）  

従って，A∬＝みはエロお＝あを解くこととなり，これはムy＝ぁからおを求め，び元■＝y  

を解いて∴∬を求めれば良いことを意味する。係数行列が上，下三角行列であ、ることから，  

この2つの方程式を解くことはやさしい。なぜならエy＝あを各要素に書き下すと，  

（1）  

（2）   

（3）  

（4）  

′；；：  

yl＝わ1  

yl＋エ22γヱ＝わ2  

l；  

苧1飢＋ヱ∂2y2■十£8曲＝みa  

㍍1yl＋£花2y2＋…＋㍍駒＝あ耽  

（1）より飢＝わ1／～11  

（2）に．（1）を代入して，財2＝（わ2－ヱ21yl）／ヱ22  

（3）に．（1）（2）を代入して，…・という形で順に少1，y2，y8‖財耽が求まる◇  

ぴよ＝yに．ついてもほぼ同様で，打が上三角であるため，8‰，打外－1，ガ彿一2，・・・∬1の順に求  

まる。   

反復改良法は，1度Gaussp消去法を行って得た答を，んUをそのまま利用して高  

精度の解を求めようというものであるo Gaussの消去法は三角分解をするのに殆どの時  

間を費すものであるから，1皮求めたエ，乙rを記憶装置に残しておいて利用するこの方  

法では時間を大して増やさずに，しかも最初の解が1桁でも正しければ，たいていの問題  

では計算機の精度一杯近くまで改良される。   

概略を説明する。最初の解れが求まれば，残差rl＝ゎーA∬・1を計興する。れは其の解   
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√頴  

∬に．近い筈だからあーAれの計算はかなりきわどい。桁落ちの心配があるの■で，この残差  

計算を2倍精度で行なう。これがこの方法のkeypointである。rlが求まれは，Azl＝  

rlを解く。この時，最初のエび分解を利用してglを計算する。もレglが正確に求まれ  

ば∬2＝れ＋glはA∬′＝あの正確な解である。契際，  

A．r2＝Aれ＋・Agl＝み－γ1十れ＝あである。  

glが正確でなく，2，3桁だけ求まるなら∬2は普通れより精度が高くなる。（ェ・1の葡  

効数字の最初のq桁が正しいならは次のZlもα桁正しいと考えられ，れ十gl＝エ’2ほ約2q  

桁正しく，γ2＝あーAれ，Ag2＝γ2，∬8＝∬2＋z2‥・と，この方法を繰り返す－ごとにq桁ず  

つ修正されることが証明されて．ヽ、る。）計算故が有限桁計算であることかられ，∬ゎれ， 

は普通一定のべクレレにすく小近づき，これは一A∬＝あの解で，1倍精度でほ完全に精密で  

ある。   

筆者の興味ほ－・般逆行列の方にあるので，この証明はここには紹介しない。あとの計欝  

例で，実際に．解が改良される例をあげておいた。詳しいことほG．E．Forsyth，C．B．Mol声r  

のComputerSolution ofLinearAlg・ebraic Systems．（Prentice Hall．1967年）  

に．載っている。  

ⅠⅠIFrameの方法   

n次行列Aの余因子行列adj（A），行列式det（A），逆行列A，1，固有多項式f（ス）  

をいちどきに計算する次のような方法がある。   

固有多項式を，仇をスカラ・－として，   

′（ス）＝（一1）符det（ス∫・－A）＝（－1）n〔ス祐一Clス乃‾1－¢2月れ‾2・い－¢‘ス甘斗い・－Cれ〕  

とおく。   

行列adj（ストA）のわ要素は，ストAの（雅一1）次の小行列式であるから，高々  

（≠－1）次の多項式である。故にり  

α腎ス乃‾1十（哨スれ‾2＋α腎スれ‾れト…十α…等‾2）ス十（噂‾1〉  

として，同じ次数の係数を集めて  

A。＝（α腎），Al＝（α腎），，、Aれ一l＝（α軒チ））  

なる％次行列の形に番ける。故に，  ノ  

ad．j（〟－A）＝㌘－1A。＋ス兜‾ul十…＋ス免‾い1Al＋・＋スムー2＋Aれ－1   （5）   

この時，次のことが成立する。   
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677  連立一次方程式の解法について  一・ユタ7一－  

〔定理2〕   

i Ao＝∫   

iitraee（AAか．1）＝た¢鳥（ゐ＝1，2，…，彿）  

iiiAた＝AAた＿1－¢た∫ （ゐ＝1，2，・・，％一1）  

iv AA兜＿1＝¢乃J  

＜証明＞   

余因子行列adj（A）の定義と各成分ごとの比較から，  

（j∫－A）・adj（ス∫－A）去det（j∫－A）・∫   

（6）  

（7）  

であることがわかる。従って，  

（ス∫－A）（スれ‾1Ao＋・ユタ‾2Al＋…＋An＿2＋Aれ＿．1）＝（ネ竹－elス？‾1……・－¢れ）・J  

∴ス旭0＋ス乃‾1（Al－AAo）ト＋ス2（Aれ－2－AA乃・－き）＋ス（Aれ－1－AAれ－2）－AAれ一  

＝スサース乃‾■1¢1∫－・－e弗∫  

両辺を比べて  

．40＝J  

AカーAA鬼＿1＝－Cた∫  ∴A鬼＝AAた＿l・・－C鳥J（た＝1，2，川，％－1）  

AA褐＿1＝窃J  

よって，i，iii，ivが成立する。iiを証明するために，（7）の両辺のtraceをとる。  

trace【ス・adj（lZ－A）】－traCe【AJadj（lZ－A）】＝n・f（ス）  

∴trace【A・adj（］t－A）1＝l・traCe【adj（lZ－A）］・－n・f（l）  

ところで，  

（8）  

（  

α11－ス α12… α1渇  
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∧
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●l1 α2†l  

αnn一人  

抑）＝塵評＝かet  

αml     吼昭一ス  

＋甘三軍一∴1J＋（喜‡．ア′予ご蔓；）  
＝－traCe【adj（A－1Z）】〒traCe【adj（スZ－A）】  

であることを用い，（5）式に注意すれば，（8）式は，  
Tl  

∑スれ‾鬼traee（AAか1）＝j・．′′（ス）－・彿・ノてス）  
た－1  

＝ス【≠スn‾1－（≠－1）¢1ス乃‾2…」－¢外＿1】－％（ス乃－…・－％e乃）   
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678  第50巻 第5・6号   

巾 ＝∑ス乃‾た伽（・一彿＋・た＋・れ）  

か司  

（た＝1，2，・1，≠）  

・－・J5gl－  

係数比較により，  

trace（AAた＿l）＝たcた  

ゆえにiiが成立する。  （証明終）   

〔定理3〕余田子行列，行列式，逆行列，固葡多項式ほ次の式に・よって求めることができ  

る。  

（i）adj（A）＝（－1）萄‾1A≠＿1  

（ii）det（A）＝（1－・1）萄‾1cn  

（iii．）A－1＝＝¢几‾1A符＿1（但し，det（A）キ0のときのみ）  

（iv）／－（ス）＝（－1）萄（スルー¢1ス萄‾■1■－1・…－e几）  

＜証明＞  

（i）adj（ストA）＝上竹‾1Ao＋ス萄‾2Al＋…十スA乃－2十Aかl   

恒等式ゆえス＝0とおけは，  

adj（－A）＝A几．＿1   

また，adj（－A）＝（－1）符‾1adj（A）  

adj（A）＝（－1）職‾lA雅一1  

（ii）det（A－ス∫）＝（－1）外（ス乃－¢1スか1－…一侮－1ユーe弗）   

恒等式ゆえス＝0とおけば，  

det（A）＝（－・1）れ（－C沖）＝（－1）ル‾1e免  

（iii）定理1のivよりe弛・∫＝AA礼－1   

det（A）キOのとき（ii）よりCn≒0でありA‾1が存在す’るから，左からA‾l，右から  

（c弗・∫）‾1を両辺に乗ずると，  

A‾1＝e免‾l・A乃＿1  

（iv）自明  （証明終）   

定理2の結果を利用すると，次のアルゴリズムで¢1，Al，C2，A2いと計算することに 

より，定理3の各結果な求められることがわかる。 

¢1＝traee（A），  Al＝A一¢1・∫   

e2＝trace（AAl），   A2＝AAl－e2・∫   

¢さ＝traee（AA2），   Aさ＝AA2－¢8・∫  （9）   
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連立「次方程式の解法について  －J59・・・－   679   

¢渇一1＝trace（AA雅一2），  Aれ・－1＝AA符－2－eれ－1・∫   

c沌＝去traee（AA免－1）  

Frameのこのカ法は，正方行列で，det（A）≠0のときに，ついて述べているものである  

が，実はこれの炉似のアルゴリズムで・一般道行列が求まることを後で述べる。  

ⅠⅤ 一般道行列   

連立－→次方程式A∬ニあ（Aをま．彿次正方行列，∬，あはべクレレ）ほ，det（A）≒0のと  

き唯一の解を必ず持ら，それほ∬＝A‾1みであらわされる。   

det（A）＝0のとき，またはAが長方形行列のとき，もほや解ほ存在しないか，存在  

しても1つとは限らなくなり，扱数個の解のうちから適切なものを選びとりたいときがあ  

る。Aの逆行列ほAの要素の連続関数である。det（A）キ0ならA‾1に】一致するような  

形で，A－1によく似た性質を持つAの一般逆行列を定め，∬・＝A■一1みに準じた扱いもでき  

ると好都合である。   

Aが勒×≠行列のとき，次の4つの条件をみたす％×刑型行列ズをAの“一般道行列  

と呼びAトであらわす。  

1‖（Aズ）＊＝Ag   

2（ズA）＊＝ズA   

3．AXA＝A  

4い ズAズ＝ズ  

〔届理4〕   

Aが与えられたとき，1～4を満たすズは必ず存在し，しかもuniqueに・決まる。  

＜証明＞   

A＝、0ならば，A＋＝0とすれば明らかに1～4を満たす。   

Aキ0，刑＝れ，det（A）キ0ならげA‾1が1～・4を満たすからA＋＝A‾1である。   

A≒0，rankA 

βとγ×他行列Cが存在してA＝βCと表わされ，A＋＝C＊（CC＊）‾1（β＊β）‾1β＊とすれ  

ば，これが1（一4を満たすことがわかる。   

Aに．対して，gとyが同時に．1～4を満たすと仮定すると 

ズ＝ズAズ＝g（Aズ）＊＝ズズ＊・A＊＝ズⅩ＊・A＊y＊A＊   
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＝g（A∬）・（Ay）＝ズAy＝g・AyA・y＝（ズA）＊（m）＊y  

＝A＊ズ＊・A＊y＊y＝A＊y＊y＝yAy＝y I  

∴∫＝ユ■  

よってA＋はuniqueに∴きまる。  

（証明終）   

〔定理5〕  

Aは刑×れ行列，㌦，あは≠次ベタレレのとき，A∬＝ぁが解を待つための必要十分条  

件は，AA十あ＝ぁが成立することである。  

＜証明＞  

A∬＝みならば，AA一十A：℃・＝AA＋ふ  

∴A∬＝AA＋あ  

∴あ＝AA十あ   

逆に，AA＋ゐ＝ゎならは，∬＝A＋むとすればこれほ解の1つであるから，A∬＝ぁほ解  

をも・つ。  

（証明終）   

〔屈理6〕   

A∬＝みが解を持つとき，任意の耽次ベクトル九に・対し，  

∬＝A＋あ＋げ－A＋A）ん  

と表わせる∬むよ，この連立方程式の解である。  

＜証明＞  

A∬＝AA＋あ＋A（トA＋A）九  

＝あ  ＋（A・－AA＋A）ゐ  

＝む  ＋（A・－A）九  

＝あ   

よって，上記∬は解である。  

（証明終）  

（九＝○のとき，∬＝A＋あであることに注意。）   

A∬＝あが解を無数に持つとき，1つの解∬＝A＋あはどんな特徴を持っているだろう  

か？また，別の定理によれば，A∬＝あが解を持つための必要十分条件は，rank（A）  

＝rank（A，あ）である〔ここに（A，あ）ほ，行列Aに，ベクトルあを右端に列ベクトル   
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としてつけ加えた行列とする〕。従、つて，rank（A）≒rank（A，あ）ならば解ほ存在しな  

いのだが，定理4によれはA＋は必ず1つ存在し，A＋あも存在する。解のないときの  

A十あとは，一体何を計算したことになるのだろうか？ この疑問にこたえるのが定理7  

である。 

〔定義〕   

方程式£（霊．）＝gのiあるノルムに関する最適近似解とを′車，任意の∬について  

Il£（：ガ）－gll＞服（。∬0）－gll  

であるか，  

】！≠（ガ）－gll＝】l£（ガ0）一釧  

であを場合に・は，  

‖頑1≧胸緑l  

であるガ0のことである。  

1 今，ノルムとしてlIA脹＝（∑1勒l2）でなるユ・－クリ，ツド・ノルムを考える。あきらかに 

！1A帖＝（tT・aCe（A＊A））で  

IIA帖≧0で等号はA＝0のときに限る  

である。l】A】1月は，Aの各成分の連続関数であり，Aとβの全てごの成分が近いときは  

l粗一別点の償ほゼロに近こくなる。よって，最適近似解とは，最小自乗法幣よる近似解の  

うち，ある種の長さ（ここでは糎IIEのこと）が，最小のものを指している。定義からわ  

かるように・，最適近似解ほ唯一つであるとは限らない。しかし，今考えている方程式につ  

いては次のことが成立する。  

〔定理7〕   

A＋むは方程式A∬＝ぁの唯一の最適近似解である。  

＜証明＞ （以下，添字βは省略する）   

任意の行列P，Qに対して次のととが成立する。  

11Af〉＋（∫－AAつQ＝2＝】lA月Ⅰ2＋l】げ－AAつQ腔  

なぜなら  

（AP＋（∫－AAつQ）＊（AP＋げ－AAつQ）  

＝（AP）㌔1ア＋Q＊げ－AAつ＊Aア＋（AP）＊ぴ－AA＋）Q  

＋（甘－AA十）Q）＊（∫－AAつQ）  

ところで  

（10）  

（11）   
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（∫－AA十）＊Af〉＝Aクー（AAつ＊Ajフ＝Af〉－AA＋AP  

＝Af〉－AP＝0  

ゆえに（Aア）＊甘－－AAつ＝0でもある。  

∴（11）式＝（Aヂ）＊（AP）十（（∫－AA＋）Q）＊（げ－AA＋）Q）  

∴llAf〉＋（トAA＋）Q112＝11Aj）112十11（トAA＋）Q＝2  

従って，最適近似解A＋ふと，他の近似解∬のひき起こす残差がどんなものかに着日して計  

算すると   

】lA∬一軒＝11A∬－A（A十あ）・＋AA＋あー畔  

＝1tA（∬－A十あ）－（∫－AA＋）あl】2  

＝llA（∬－A＋さ）1l2＋11（∫－AA十）（－あ）lt2  

≧llA（A十i）一軒  （12）  

等号は，‖A（∬－A＋み）112＝0すなわちAご＝AA十ぁが成立するときのみである。ところ  

で，連立方程式が解を持つ場合は，定理6より等号を成立させる∬ほ無数に・存在しうる  

ことがわかるから，最適近似解の定義の第2式を検討してみる。（10）式でAをA十に，  

♪をβに，Qを∬におきかえ（Aつ＋＝Aであることを用いると，  

11A＋あ＋（∫－A＋A）頑l2＝llAヰあ1l2＋1tげ一A＋A）洲2   

A∬＝AA＋あを用いて  

《－A＋A）∬＝∬－A＋A∬＝∬－A＋AA＋ふ＝∬－A＋あ  

∴tlA十さ＋ェ・－A＋i【i2＝llA＋洲g＋糎－A＋洲2  

∴I回l2＝I】A＋あ1！2＋糎一A＋抑2≧11A＋さIl2  （13）  

等号が成立するのほ順一A叫1＝0のとき，すなわち∬＝A＋あのときのみである。  

（12）及び（13）式から，A＋あが最適近似解であり，等号の場合を考えることによって唯  

一・であることが証明された。  

（証明終）   

残差を¢＝A∬－あとすると，¢ほ∬の関数である。定理7より，連立一次方程式A∬  

＝あが解を持たないときは，A＋あはぜ＊¢を最小に・するもの，即ち最小自乗法の意味で  

A∬－ふを最も小さくするベクトルで，最小のものであることがはっきりした。  

Ⅴ 一般逆行列を求めるアルゴリズム （1）  

〔定理8〕Aを刑×れ行列，Cを％×れ行列とし，A＊A＝C（A＊A）2が成立するならば，   
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A十＝CA＊である。  

＜証明＞   

A＋A＋＊A＋を証明すべき式の右からかける。  

A＊AA＋A十＊A十＝C（A＊A）2AヰA＋＊A＋   

A＝AA＋Aゆえ，A＊＝A＊（AAつ＊＝A＊AA＋を用いると，  

（14）の左辺＝A＊A十＊A＋＝（A＋A）＊A＋＝A十AA十＝A＋  

（14）の右辺＝CA＊A・A＊A・A十A＋＊A十＝（姐＊AA＊A＋＊A＋＝CA＊A（A＋A）㌔4＋  

＝CA＊A・A＋AA＋＝CA＊AA＋＝CA＊   

（14）  

∴A＋＝CA＊  
（証明終）  

ⅠⅤ節の定理4よりA＋はただ1つ存在するこ／とがわっているから条件を満たすCが見？  

かればよい。   

上記定理とFrameの方法（Ⅰ工Ⅰ節）に本質的に似た形で，A十を計算するアルゴリズ  

ムが次の形で提示される。  

〔定理9〕Aを刑×％行列，rankはγ・とする。   

iノβ＝A㌔4  

ii C（1）＝∫   

iiiC（ル1）＝了・  
traee（C（g）β）  

一q宜）β‘せ＝1，2，い，γ・－1  

γ・C（r） バ＊   iv C＝  

i～iiiの順で計静するとCb．vB＝0，traCe（C（r）B）≠0で，ivのCが求めるA＋であ  

る。  

＜証明＞ 証明が長くなるので如epに．分ける。  

1一－・Step 成分表示   

各段階の成分は次のようにあらわせる。  

C（1）αβ＝∂．β   

C（榊＝貴店ノ  

ありて、t－ …あ叩ノブ∂ヶ・1β  

ぁりγ1・…・ありり ∂りβ  

わαγ・1・…らαり ∂αβ  

（15）   

（．グ＝1，2，‥…）  

ここに・∂αβはα＝βのとき1，α≒βのとき0を示す記号，卜∴lの2本線は行列式を，  

∑は（1，2，…，％）の中からJ個とったすべての順序集合の和とするd従って一度選んだ γl・・・γノ   
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γ1，γ2，岬，γメについでグ！個の和をとっていることに・なるので．グ！で割ると丁度1回づつの和  

を意味している。上武を最後の列について展開すると，次式と同等であることがわかる。  

あγ二lγf …hあγ町l わr津  

ぁり．．1γ1…・ぁり＿lり＿lぁり＿1β  

む帝1・…む．り＿．1 わαβ  

みヶげ、…あヶ1り  

あrハ…ぁりり  

q榊＝∂揚幕ノ  （16）   

第1項ほ（15）式の右下隅∂。βについての展開形。第2項は∂りβについての展開形で頭  

に㌧負号がつき，γメ＝βのときのみ値があることを利用。1度選んだれ，…・，γ′について，  

例冬はγ1＝βならば1行目な（15）式のγプ行に・，1列目をγメ列忙持ってきて展開する。  

∑は順列和ゆえ，βに・一致するのはJ■回あるので∑の前に・j■がくくり出される。  

（15）（16）式ともに．iiiの成分表示になっていることを帰納法で証明する。  

ブ＝1のとき   

C伽β＝∂絹む叩l一毎戸（ヰraee（βト恥  

＝←・与traee（Gl）βトql〉ヰβ  

（C（1）＝Jゆえ．）   

グー1のとき成立するとして．ブ■を調べる。   

←・与traee（q′）βトG∫）ヰβ   

＝∂ヰ真（£c榊わ鳥篭）－ゑC（ノ）αたむ慮β  

み叩l・小・ あγlrナl∂γ1た  

ぁり＿れ…‥川ぁり＿lり＿1∂り＿l々  

わけlい・…  あ什∫＿1 ∂律  

削斯∂αβ真  

（上式の∂γ・‘たの余因子を∠ヶ‘たで示すと）  

＝∂壷羞γ嵐1（畠∠γ1た∂れたゎ郁卜叫－1五∂り－t頼・オ碩∂柏ゐた‘）  

＝∂，嵐f∠γ1たわ小ム虫たゎγが＋・・＋ムノー1たわ…・』化わ“）  

′′  
‥－］   

（●．●宜の動きをγノとあらわした。）   

＝∂qヰγ鼠．ほ（  

ら叩．…‖むγげノ み叩ノ細心1り  ＝∂ヰ，茅・J  
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み叩1りむγtrメ・－1∂γ1た わり＿．1γメ  あり－1γJ＿l∂γ′＿lた  
み〟l   む。γノ．1 ∂αた  蓋 ［・   

第2項＝－「  
て  ∑  l・・・γJトl  

1 
（ゴー1）！γ1ち－1詣  

∑（ム．たゎγ1β十＋dり＿1たわ卵十オα克わαβ）  
（ゴー－1）！γ1：写ノ∴  

叫γl1♭γ11ト1 叫β  

ぁり＿1γl・∴いむり＿1り＿lぁり＿1β  

む招．  わαγノ＿．1 あ．β  

＝－ 
1  

故に∴j■のとき（16）式即ち（15）式が成立する。  

2」－・Step C（丹1）β＝0，traCe（C（r）β）キ0であること   

トstepの証明中より  

あγtγ1 いぁて1β  

むγJ＿1γ・1‥、…わγ・メ．．．β  

軋れ∴  牒恒  

（qJ）β）吋＝  
（ゴー1）！γl±＃ノー1  

trAce（C（′）β鴇茅J】；；； 

ぁりγll丁‖小‥わγ1β  

みrれ…あr，β  

わ机‥みαβ  

・・・（q叫〉恥＝吉見  

（1．‘■βの（γ＋1）次小行列式は0であり，その和だから）  

また   

tIaee（C（ナ）β）＝吉見l；：ご∴  

（L．：Bのr次小行列式はゼロでなく，BはPositivesemidefiniteゆえr次  

小行列式はゼロ以上。）   

3－・Step CがA＋であること   

rank（β）＝γならばqγ＋1）β＝0，仕ace（qr）β）キ0であった。  

∴0＝qr．1，β＝∫・ムrace（C（r，β）β－C（γ，β2                      γ   
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＝C（γ）β2  

・β2  

－ヱββ－・  

γ   

γ・C（γ）  

故に，  

γ・C（γ）  
とおくとβ＝かβ2   上）＝  

はaee（C（，）β）  

〔定理8二〕よりC＝刀A＊とおけばこれはA＋である0  

（証明釈）  

証明方法は全く異なっているが，定理9のアルゴリズムはAのrankが次数より落ち  

る時に対・して，Frameの方法を拡張したことに他ならない◇  

勿論，det（A）キ0のときのATlを求めるときにも利用できる。さらにAのrankが  

前もってわからない時ほ，C（r．．，B＝0，traCe（C（，）B）≒0を判軍条件としてiiiの反復を  

止めることができ，かつAのrankを計算できる。  

ⅤⅠ・一般道行列を求めるラルゴリズム（2）  

与えられた方程式ダ（之）＝0を解くための方法として数値計算でほ，よくNewton法が  

用いられる。概略だけを述べる。解の近くでダ（g）は微分可儲とし，、微分可能東城内の点  

αを中心としてTayler展開すると，  

ダ（z）＝ダ（α）＋（之－α）ダ′（α）＋（ズーα）2ダ′′（吉）（l芳一引＜】z－αl），  

zとαが近いとみなして，2次の項を捨てると近似的に 

ダ（z）‡ダ（α）＋（ズーα）ダ′（α）  

ゆえ，ダ（g）＝0をダ（α）＋（ズーα）ダ′（α）＝0  

なる1次式で近似，これを解いて，   

g＝α一を得る。  

αを解の第た近似gた，之を解の第（た＋1）近似動扁と考えると，  

ダ（gた）  

乳＝1＝㍉飢‾ず7石打  

数列（g慮〉が解に・収束する為の条件の議論はさておき，これに端を発してZ刷＝Zた＋肌γた  

（脇，γ・たは各段帽のある畳を表わす。）  

の形の反復法をニュ・－トン法と呼ぶ。   

OLIVE 香川大学学術情報リポジトリ
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今A‾1に対する第た近似をyたと表わし  

月々＝∫－Ayた  

yれ1＝yた＋鶴見克  

とおく。月々はAA十とAyた？差であり，たが大きくなるほど点たの名成分はゼロに・近  

づいて欲しい。  

〝た＝yた   

とおくと   

yれ1＝yた＋y鳥虎た＝yた（′＋点た）＝n（2J－Ay慮）  

この反復法ほA‾1を求めるのに役に立つであろうか？またdet（A）＝0の場合ほ何を計  

算することになるのだろうか？ Ⅴ節に・述べたのは，A＋を求めるために高々Aの次元  

までの有限回の操作を行う直接法であった。   

上記反復法は1933年G小Schulzに．よってdet（A）キ0の場合が述べられ，1965年Adi  

Ben・－・Israelに．よってA＋にも用いられることが証明されてこいるものである。  

なるαに対して．，  〔定理10〕0＜α＜  
ん（A＊A）   

y。＝αA＊  

y如1＝yた（お－Ayた）（た＝0，1，2‥）  
（17）   

で定義される行列（yた）に対して，  

1im yた＝A＋である。  
た一●関  

証明のために．，次の補助定理を声つ用恋する。  

〔補助定理a〕  

（17）式で定義されるyたはA＊β鳥およびCたA＊の形をしており，  

yた＝A＋Ay々＝y鬼AA＋が成り立つ。   

＜証明＞   

帰納法によって前半を証明する。  

た＝0のとき  

yo＝αA＊ゆえβ0＝〟，Co＝αJと考えれは，  

n＝A＊β0，n＝CoAo＊ゆえに成立する。  

たのとき成立すると仮定して，ん＋1のときを調べる。  

y頼1＝y烏（2∫一Ayた）＝A＊β鬼（2∫－AA＊βた）ゆえに  

β裾＝βた（2∫一AAモβ鬼）と見れば，yた吊＝A＊β糾1  
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688  第50拳第5・6号  －・ヱββ一－  

y糾1＝（2∫一yたA）yた＝（2∫－CたA＊A）GA＊   

ゆえに  

G．1＝（甜－CたA＊A）Cたと見れは，y如1＝Cれ1A＊   

後半の証明ほ  

A＝AA＋A，従ってA＊＝A＋AA＊＝A＊AA＋を用いれほ  

yた＝A＊βた＝A＋AA＊βた＝A十Ayた  

n＝C鬼A＊＝CたA＊AA＋＝yたAA十  

（証明終）   

〔補助定理b〕   

tlAA＋－αAA＊lt8＜1が成立するための必要十分条件ほ  

0＜α＜：  
ん（A＊A）  

＜証明＞  

（AA＋）AA＋＝AA＊A＋＊A＊＝AA＊  

（AA＋）AA＊＝AA＊  

ゆえ．にAA＊とAAヰ・は同じユニタリ行列で対角化できるからAA＋－AA＊の固有値は，  

亘れぞれの固有償の差である。  

（AA＋）2＝AA＋ゆえAA＋の固有値は1か0。  

rank（AA＊）＝rank（AAつ＝rank（A）ゆえAA＊とAA＋のゼロでない固有億の個数  

は同じである。 

ゆえに．AA＋－αAA＊の固有値は1－αん（A＊A），せ＝1，2，…γ   

∴11－αん（A＊A）l＜1が成立するための必要十分条件は  

－1＜1一望ス官（A＊A）＜1  

．・・り01くαん（A＊A）＜2  

∴ 0＜α＜  

（証明終）  とすればよいd   よって0＜α＜  
ス1（A＊A）  

（注）実際計算では固有値がわかっていない事もあるので，αの評価に・はGers短orin  

の定理を用いる。   
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A＊A＝（わり） 壱＝1，…≠；j■＝1…他のとき  

7も ん（A＊A）≦max∑恥タ1ゆえ  
1≦はれグ巴l  

689  

とする。   0＜二α＜  

■l max∑lありl  
l≦f≦乃メ億1  

〔補助定理C〕   

Ay＝AA＋，y＝A＋Ay＝yAA＋なるyほ．A＋である。   

＜証明＞  

ⅠⅤ節のA＋の定義の1～4の条件について調べる。  

1AyA＝AA＋・A＝A ．1．AyA＝A  

2．yAy＝y・AA＋＝y  ∴ my＝y   

3、．（Ay）＊＝（AA＋）＊＝dA＋＝Ay  ∴（Ay）＊＝Ay   

4．（m）＊＝（A・A＋y・A）＊〒（A＋・AA＋・A）＊＝（A＋A）＊＝A＋A〒yA  

∴（yA）＊＝yA  

（証明終）   

＜屈理1の証明＞  

AA＋－Ay帰＝AA＋－Ay克（2トAy：）  

ここで  

AA＋＝AA＋AA＋  

Ayゐ＝AA＋Ay鬼  

Ay鬼＝AyたAA＋（補助定理aより）  

を左通匿代入すると，  

AA＋⊥Ayれ1＝AA＋AA十一AA＋Ayた－AyたAA＋＋（Ayた）2  

＝AA＋（AA＋－Ayた）－・Ay々（AA＋－Ay鬼）  

＝（AA＋－Ay々）（AA＋・－Ayた）  

11AA＋－Ayれ川音≦11AA＋－Ayl】£2≦】lAA＋－αAA＊1】∫2七 （た＝0，1，2）  

補助定理b 

なるαに対しては  0＜’α＜  
ス1（AA＊）   

tlAA十－αAA＊1lざ＜1  

∴limAyた＋1＝AA十  
た－◆00   
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ゆえに1imy鬼＝yとするとAy＝AA十が成立する。  
た・■l00  

補助定理αにより，y＝A㌔まy＝yAA＋。・ゆえに補助定理eより y＝A＋即ち  

Iimyた＝A＋■である。  
た－－○｝  

（証明終）  

（収束の程度は証明中からわかるように2次である。）  

ⅤⅠⅠ計算機による実験  

ⅠⅠ節で述べた方法を反復改良法，Ⅴ節で述べた方法をFrame法，ⅤⅠ節で述べた方法  

を，Newton法と呼ぶことにする。次の4つの例に・ついてそれぞれプログラムを組んで  

みた。  

町．て   

係数行列として（α－♭）m‾1の係数を刑行目に下三角形に並べた。たとえば5次の行列  

だと  

1 0  0  0  0  

1－1 0  0 0  

1－2 1 0 0  

1－3 3 一－－1 0  

1－4  6 －－4 1  

A＝  

この行列は次数に関係なくA＝A‾1であり，rankA＝（Aの次数）となるものである。  

A∬＝あで∬＊＝（1，1，…，1）となるように．右辺あを設定して計算した。結果ほ．表1のとう  

りであり，J・が何桁正しいかを示している。次数が大きくなるほど計算困艶。  

表1  

蒜－一重竺  反復改良法  Fr・ame法  Newton法   朗ewton法の  
公式変形   

3  ／／一／「    ／  6 桁正 し い  反復11回  7桁 正しい   

5  ／〆一一′   7 桁正しい  1桁正 しい  反復1戸回  7桁正しい   

7    ／   7 桁正し い  求 ま ら ず  反復26回 ■7桁 
正しい   

9    求 ま ら ず  反復30回で   
求まらず   

14  
Gauss法で 7桁正しい  

25    7回反復改良  
6桁正しい   

30  求 ま ら ず  

（斜線は計算しなかったところ）   
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連立一・次方程式の解法に／ついて  －・ヱ7ユー・  691  

反復改良法による解の回復は著しいと思われるので，彿＝25の結果を載せておく。  

Gauss法による解（反復改良するときの初期値）  解（7回反復改良後）  

表3   

1   0．10000000E◆01  
2   0．10000000E◆01   
う   0●10000000E◆01  
4   0．10000000E＋01   
5   0．10000000E◆01  
る   0．10000000E◆01   
7   0．10000000【◆01   
さ   0．10000000E◆01   
9   0．10000000〔◆01  

10   0．10000000E◆01  
11  0．10000000E◆01  
12   0．10000000E十01  
1う   0．10000000E◆01  
14   0．10000000【◆01  
15   0．10000000E◆01  
1る   0●10000000E◆01  
1T O．10000000E◆01  
18   0．10000000E◆01  
19   0．10000000E◆01  
20   0．10000000E◆01  
21  0．10000000E◆01  
22   0．999く〉9990E十00  
2う   0．99999960E◆00  
2ヰ   0．99999870E◆℃0  
2う   0．99999800E◆00   

表2   

1MPRUV Nの SYOK】ぐH王  

0●10000000E＋01  

0●10000000E◆01  
0●999999  
0．99999  
0●99999  

9も0〔◆00 200E十00  

らb70E†00 TbooE十00  

さ90ユOE◆00 98ヰ90E◆00  

131800〔◆01  
9もる9う0∈◆01  

3ら3る0（）OE◆01  
11う9るうOE十01  

qO882も鳥OE十01  
る801（〉820E◆01  
180703もOE◆02  
2丁810870E十n2  

0・2129里‖0∈＋01  

0■2b∋q2070E◆nう  
011q9b了もヰOE◆の4  
0．らう00う7（lnF◆0在  

表2の数値からわかるように，Gauss法によって求まった答は，斜線より下の部分が  

解とほ大幅に．遮っている。それが，7回の反復改良後，表3に示されているように，ほぼ  

6桁正しくなった。   

表1に．「Newton法の公式変形．」の項があるが，こ．れについて説明しておく。アルゴ  

リズムは  

ズれ1＝晶（甜－Aズた）  （18）  

であった。このとうりプログラムを組んだのが「N■ewton法」とした項である。ところ  

が，アルゴリズムの導かれた過程をよく見ると  

晶．1＝晶＋ズたげ－Agた）  （19）  

であり，A方々は方々がA‾1の良い近似ならば∫に．近い筈である。南限桁の計算機では  

（トAXた）の計欝は微妙で，桁落ち現象（＝有効数字が失われる）を起す可儲牲が大き  

い。そこでこの部分の計算だけを倍精度にして（19）式でプログラムを組んだ結果を  

「Newton法の公式変形」としてまとめた。表1から明らかなように，（18）式を（19）  

式として一部分を倍精度計算（そのために記憶場所6word，プログラムステγプ10だけ  

増加。）に直しただけで結果はかなり良好に．なることがわかる。計算機使用の時，桁落ち  

に好する注意を常にしなければならないことを示す典型的な例である。   
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またNewton法はⅤⅠ節で述べたごとく，limズた＝A＋で2次収束だから，かなり早  
た－●00  

くA十に近づく管だがれ＝6では15回反復してもそれらしき様子は㌧見られない。－これは，  

ⅤⅠ節のほ，計簸磯の丸め誤差を全く考慮にいれてない，純粋に・数学的な収束の証明であ  

って，計算機による数億計算ほ誤差論をぬきに．しては考えられないことを示している。   

Frame法についてはn＝14のとき，アルゴリズム途中でOVer・flow（計算機に．よる桁  

あふれ）してしまう。これほ，乗算を何度も用いるアルゴリズムほ不利である事が考えら  

れる。   

一・般にdet（A）キ0のときほ，Gauss消去法の反復法が他の早つよりもかなり精度よ  

く求まる。Frame法もNewton法も解が求まる場合でも，補助記憶のために．かなり場  

所をとるし，乗算が多くて演算時間が長くなるという欠点があり，やほりdet（A）＝0の  

ときのためのアルゴリズムと考えた方が良さそうである。  

EX．2  
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rankA＝1  

表4  

Frame法  t Newton法  

工・ank3  

解は6桁正しい。  
反復8回後，  
解は6桁正しい。  

工ankl  
解は6桁正しい。  

反復2回後，  
解は3桁正しい。   
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…），あ＝（誓  
3  2  

2 1  

6 －・3   

，rankA＝2  A＝  

これは第1列と第2列の和が第3列に．なっているものである。  

表5  

Aき＝（…、；）   でdet（A2）＝・－・1≒0 ゆえ 定理1より三角分解可能。反復改良法ほ・一叫  

応の答を出しているが，これほl回t最小のものでほない。Frame法，Newton法ほ  

共に＝副俵小のものを6桁精度で出している。以上の実験でほ．，Frame法は相当正確に 

r・ankを計算していることがわかる。  

ⅤⅠⅠⅠ反復改良法のプログラム   

連立一次方程式A∬＝みに対する解法としてGa－ユ甲消去法の反復改良法ほ，計算セソ  

タ・－などに．置いておくと役に立ちそうである。詳しいアルゴリズムの説明や収束の証明ほ  

省いて，プログラムとその使用法だけ説明する。   

サブル1－チソ名HANPUK（N，A，UL，B，Ⅹ，ISW，ⅠⅠ）  

入力パラメ・－タ・－  

A・r・・…連立方程式の係数行列  

N…‥・Aの次元  

B‥連立方程式の右辺ベクトル  

Ⅰト・11主プログラムで切る配列の大きさ  

出力バラメ1－タ・T  

X－い川う垂立方程式の解べクト′レ  

ISW・‥‥…0 正常に解を求める。   
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1 Aに0ばかりの行がある。  

2 Pivotが0になった。  

310回の改良でも解が収束しない。  

4 行列Aの佐賀が悪く（最大固有億と最小固有値の比が大きすぎるこ  

と），解を改良できない。   

中間パラメ・－・タ1－  

UL…・‥‥Aを三角行列に分解したものを保存する。  

SUBROUTINE HANPUKくNtAIUL．BIXltSWt  
⊂   GAUSS”SYOKYO HOO WO H∧NPUKu－K＾IRYO SZTE A＊X）B WO TOKU・  

0001  

！NPUT  
N・・－－－ワGYORFTu NOJIGEN  
A－一・】・－－KEISUU GYORETSU（HO乙ON S▲R【RU〉  
B－・・－－－ト100TF卜・STKINO UHEN vE⊂l’OR  
Iト・…－M人IN PRO（；R▲M NO H人IRFTStJ▲ NOJ16EN  

OUTPUT  
X－－－－－rOT人F  
Uし－－－一人 NO S∧NKAKU B〕NKAI  
ISW－－．A N（つ SLNG〕L＾RITY WO HANTEZ SURU  

ISW－0 －一一 SE！JYO  
ISV■1－－一 人 NI乙ERO RÅKIRINO GYO（；A ▲Ru  
ISW虻ク ーー－ PlvOT G人 工FRO NIN▲TT人  

！SVヰう ー－－10－K〈l K▲＝モYO S王T▲ G∧－－－  
1引巾叫 －－”・＾ NO SEZSTTSU WARUKU KAIRYO NO tMt NAゝI  

DIMENSlON A（l王l！l）．∪し（Il11Ⅰ）I点くIl）lXく‖）IYく30），ヱ（う0〉  

＝拍座0  
⊂∧」し DE⊂nHPくNりいUL●ISWl「いY）  
】F（lSvJ．NE．∩〉 GOTOlOO  

CA」し SOしVE（NlUしIBIX●ⅠⅠ）  
⊂人LしIMPRUV（NIAlUしヽ81Xl【Slハ1IIYlヱ）  

100 RETURN  

ENL〉  

2
1
J
ヰ
丘
ノ
′
0
7
8
9
 
 

0
0
0
0
0
0
q
 
O
 
 

O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
＜
U
 
O
 
 

O
 
O
人
じ
人
U
 
O
 
O
 
O
 
O
 
 

SURROUTINE D〔CO？・lP（NtAヽULllsv、l王、SC▲LES〉  
D王MEトjSIO「J人くⅠ王II王）●UL（【Il王l〉●SC人しES（＝‖  

⊂OMMON／DDr〉／IPS（3∩）  
⊂  
⊂ JN【TIAL．．王ヱE！PSヽU」●S⊂ALES  
⊂  

l
’
－
■
J
 
 

O
 
O
 
O
 
 

一
U
 
O
 
O
 
 

O
 
O
＜
）
 
 

DO 5Ⅰ■1、N  

IPSくⅠ）一王  
ROVJNRM－0．O  
DO 2 J■1●N  

UL（トJ〉一人（Ⅰ●」）  
IF（RO｝NRH仙ABS（∪し（lトノ）〉）112●2  
RO｝NRM■ÅBS（Uし（l■J〉）  

⊂ONTIM沌  
IF（ROlヾNRH〉3，4ヽ3  

S⊂ALES（王）El●0／ROWNRH  
GOTO う   
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lSW量1  
RETURN  

⊂ONT【NUE  

G＾USST＾N〔LIMTN＾TlON ｝‖■H P＾RTI∧L PIvOTING  

NMl霹N－1  
DO l■γ K■1◆NHl  

βIG凸O10  
D011l■K－N  
IP・りPS（l）  
SI乙EE∧BS（Ut．（王PIK））★S⊂Aし．ES（IP）  
王F（SIZE仙81G〉11Ill．10   

10 βIG亨SIZF  
lnXPlV耳1  

11  ⊂ONTINUE  
IF（B王6）13－12113  

12  ISlノヨ2  
RETUHIv 

lう ：FくIDXPエ∨・・く）Lん◆コう●1斗  

1ヰ  JtりPS（k）  
：PS（K〉僕王PSく‖川P！∨）  

IPS（1D〉（P王∨〉貰J  

lう  KP■llPS（K）  
PIVO丁年・UL（KP、K）  
KPlぅ：K＋1  
D01bI■rPIIN  
IPpIPS（王〉  
FMローU」くIP●K〉／PlVOT  

U」（IP●K）ピーFト1  
DO l▲，」－KPl●N  

UL（JPり〉ロリLこIp●J〉＋FM腑UしくKPIJ）   

1も  CONTIlJUE  
17  ⊂○ト」TJNUF  

KドニIPS（N）  
IF（UL（KD－：1））ユ9ヽ18－19   

18  ISw三2  

19  RFTuRN  

FN【）  

Sし伯ROUT！N〔S01Vt（N●りし■かパ、‖）  

P川FNSION UL（II－＝）●bく‖）●X（tI）  
⊂0！1日qN／DDn／】l〉S（う∩）  
NPld、N◆1 

IP一りPSく1）  
Xく1）ニ汚くIP）  
DO 2Ⅰ－2－N  

IP・モIPS（l）  
lHld・ト1  
SりF佃0．O  
DO l，J・【1◆IMl  

l SりM暮SUM◆ULりP●J）■X（」）  
2   X（＝ほ滴（1P）－～し」り  

】P－1PS（N）  

X（N）＝X（N）／川．（lPtN）  

り0 41βACK＝2■‖  
ト刊Pl－1ql⊂K  

IPtりPS（！）  
lPIFい1  
SljM】≡0．O  
Dn ∋Jl！Pll「J  

う■  suMユSUM◆t几りPり）廿X（」）  
4  X（l）モ（Xく†〉－SUM）／しJL（；Pり）  

RETUIIN  
Fhln 
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suHRぐ）UT川ヒiMPRUV（N・Å、Uし・b・X・王S〟、Tt、R・DX）  
nIrlENS10N∧て‖・Ⅰ）・山く1日IT）・B（Il），X（Il）◆H（ll〉●DXくIi）  
けOUfミしE PRE（－王SION＋S‖M・DAIDXX・じβ  

wRITE（ホ．80（）0）（X（Ⅰ）、lに1、N）  
800のFORMAT（／′1t川P剛メV NO S＞OKlぐ＝Il－／／（10X・E16・8））  

EPS王1．OE－7  
1TM▲X＝10  

×NOR呵丘0．O  
D（）1l三1●N  

I XNr）RMnAMAスlくXNORト1、AβS（XくⅠ）〉）  
Ⅰドく×NOトモ「1）うI2●∋  

2  1）lGlTS＝モーAしOGlO（EPS）  
RFTUl‡N   

う  っ091TFR＝1・lTMAX  
DO 5】11◆N  
SUMヨ0●O  
DOJl．」・・1▼N  
DA－A（IIJ）  
DXX工Xく」〉  

ヰ   S〕M暮S〕M＋DA●DXX  
Da一β（王）  

SUM亡DB－SUM  
う   R（＝叩SUM  

C∧L．し 事0し∨ヒ（N・UいR・nXりⅠ）  
DXNORM一己0－O  
n0 6Ⅰ－1ヽN  
TtX（王〉  
X（l）鉱X（Ⅰ）＋【）XくⅠ）  

DXト」ORM暮AMAXl（DXNORM－A8S（X（l）●T））  
る   CO汀TINUE  

IF（ITFトモ－1）8、7、8  
7   r＝GITSコ・－ALr）GlO（AMAXl（DXrJORM／XN（）トミM、FPS））  

IF（nlGITS）8q．AOllr）0   
80 WR！TE（も．qO）   
90 FOト（MAT（／L．MATRIX N（つ SE王SITsu MRuKU KAIRYO r）EKINAI■）  

lSWヨ4  

100 レRITE（ら，11（））n！GITs   
ユ10 Fく）HMAT（／′● SUKUNAKIJTo MOllElク，3、I－KETA TADASllリ）  

lF（lSソト4）おI2r）、8  
81F（DXNORM叩FPs鯖XNORM〉10110●9   

1r〉 WRITEくム150GO〉ITEト！  
う000 FOHMAT（／lKAIRY（）KAISUu ヨ・1－Ⅰう／）  

6（〉 TO 20  
9 ⊂ONTINUE  

ヱ7β  
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HANPUKU S［TEMO KAIGA SYUSOKU SZNAZ  

！SWヱ3  
2（）RFTURN  

END   
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（サブル1－チソHANPUXは，サブル－チソDECOMP，SOLVE，IMPRUVが一体  

となって機能するものである。）  

HANPUKル・－チソめ使用例  

DIMENSIONA（30，30），UL（30，30），B（30），Ⅹ（30）  

L＝30  

READ（5，10）N   
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連立－・次方程式の解法について  697   ・－・ヱ771－・   

10 FORMT（Ⅰ2）  

READ（5，20）（（A（Ⅰ，J），J＝1，N），Ⅰ＝1，N），（B（Ⅰ），Ⅰ＝1，N）   

20 FORMAT（10F82）  

CALLHANPUK（N，A，UL，B，Ⅹ，ISW，L）  

IF（ISW）30，50，30   

30 WRITE（6，40）ISW   

40 FORMAT（▼rSW▼＝，Ⅰ3）  

STOP  

50 WRITE（6，60）（Ⅹ（Ⅰ），l＝1，N）   

60 FORMAT（▼ⅩOTAE▼／7（3Ⅹ，E157））  

STOP  

END   

印刷結果  

IMPRUV NO SYOXICHI  

O．．10000000E＋01  

0．10131800E＋01  

0い13636060E＋01  

SUXUNAKU TO MO O．222E＋01－KETA TADASII  

KAIRYO KAIsロU＝3   

KOTAE   

O．10000000E＋・01   

0い10000000E＋01   

010000000E＋01  

ヨq∵電  

打）～㈹ほ，サブルーチソHANPt7Kで印刷したもの。（ニ）は主プログラムで印刷し  

た解である。（イ）の「′IMPRUVNOSYOKICI」とは，Gauss消去法の答，（ロ）はそ  

れが何桁まで借用できるかの目安である。（ハ）ほ何回改尽したかのメッ廿－・ジ。なお，  

行列Aめ数億はサブルーチソHANPUKによちては変化しない。   
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