
ファジィ多目的非線形計画問題に対するコン

プレックス法に基づく対話型意思決定手法

木 村 等

矢 野 均

坂 和 正 敏

I はじめに

一般に，従来の数理計画法は，与えられた制約条件のもとで単一の目的関

数を最小(あるいは最大)にするような解を求めるための最適化手法として意

欲的に研究され，多くの成果を生んできている。しかし， とlのような数理計商

法として定式化される問題は，単一目的で，しかも目的関数と制約条件を明確

に数式として与えられていることが前提条件となっている。

一方，近年，社会的要求の多様化に伴って，現実に対象とする乙/ステムの中

には，例えば，社会乙/ステム，経営乙/ステム，環境乙/ステムなどのように，意

思決定者 CDecisionMaker: DM)の主観に依存して，相競合する複数個の目

的をも同時に考慮した問題設定が望まれてきている。しかし，人閣の判断は本
事

来あいまいなものであるから， DMの主観には本質的にあいまい性が含まれて

いる。このような人聞の判断の主観的側面におけるあいまいさを定量的に解析

するため. Zadeh(81-(10)は， 1965年以来，特性関数を一般化したメンバ乙/ツプ

関数を導入することにより特性づけられるファジィ集合の概念を提案し，その

理論を発展させてきた。 Zadehによって導入されたファジィ集合論に基づい

て. 1978年.Duboisと PradeC2)-(りは，実数葡線上のファジィ部分集合のう

ち，特にファジィ数について考察した。彼らは;ファジィ数を左参照関数と右参

照関数により， L-Rファジィ数として表現し， これらのL-Rファジィ数に対

するさまざまな演算を導入した。

このような状況のもとで，本論文では， DMの判断のあいまい性がすべての
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目的関数と制約条件の係数に含まれるファジィ多目的非線形計画問題について

考察する。そのために，制約条件と目的関数に含まれるあいまい性を同時に考

慮して，通常の多目的非線形計画問題におけるパレート最適解の概念を拡張し

たいわゆるファジィパレート最適解の定義を行い， DMとの対話によりファジ

ィパレート最適解の中から彼の選好解を効率よく導くための対話型手法を提案

する。提案する手法では，目的関数が n個の時，初期の n十 1個のパレート最

適解に対応して求められた n+l個のファジィパレート最適解がDMに示され，

DMはこのうちどの解を最も選好しないかを答える。これに対して最も選好し

ない解の代わりに，新しいパレート最適解と対応するファジィパレート最適解

がコンプレックス法(1)により求められる。このようにDMがn+1倒のファジ

ィパレート最適解のうちどれを最も選好しないかを答えるという対話過程によ

り，ファジィパレート最適解の中から最終的に，定式化された問題のあいまい

さを考慮したDMの選好解を効率よく主導くことが可能となる。さらに，提案し

た手法に基づき対話型計算機プログラムが作成され.数値例に対する対話過程

が示される。

II L. Rファジィ数

Zadeh i乙よって提案されたファジィ集合l8)は，通常の集合とは異なり，個々

の要素がその集合に属するか属さないかが明確に規定されていない。このよう

なファジィ集合を定義するために，個々の要素がその集合に属する度合いを(0，

1)閉区聞に対応させるメシパ乙/ツプ関数が導入されている。特に.Duboisと

Pradeによって提案されたL.Rファジィ数(21は，対象とする要素の集合が実

数空間 Rlであるよラなファジィ集合の部分集会であり，そのメンバ乙/ツプ関

数は次のように定義される。

〔定義1)

ファジィ集合mがL.Rファジィ数であるとは，そのメシパνップ関数μ蒜が
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L(今ι) (1) α>0 .x:s;;.m 

μぉ(.x)= 
(2) β>0 z二三mR(王子)

α，βは左右の広がりmはmの平均値で，ここで，で表わされるものである。

で定義される関数であさらに L(・〉は次の (i)-(iii) のパラメータを示す。

り.R(・)も L(・)と同様である。

(3) L(x) = L( .-..x) 、，ノ・1
f
f
k

、

(4) L( 0) = 1 、B
ノ

3
A
 

・
唱

Ar'

、
(5) 

DuboisとPradeは(1)， (2)式で定義される L-Rファジィ数hを， (1ム
α，β) LRで表わした。彼らは2つのL-Rファジィ数 m=(m，α，βhR，n=(n， 

'Y， O)RLに対し Iて， Zadehの拡張原理(10)を適用して mがnより大さい可能性

v(m>n)とnが mより大きい可能性 v(m<n)14)が次のように表わされること

(0 ，∞)で非増加Lは、、，
J

・
唱

A.，A
 

・1
r
t
、、

を示した。

m孟nの時

v(m>n)= 1 

(i) 

(6 ) 

(7) ゆくめ=L(23)

m三五nの時1
J
 

・1・1r，、、

(8) ゆ〉長)=R(示与)
(9) 

とのように L-Rファジィ数の大小関係は一般の不等号では表現できないの

で，彼らはしきい値 τを設定して ，m>τn.m;:;主，nを次のように定義した。

m>τn c::> v(mく n)孟 T

m孟，n c::> v(m>n)尋 T

(10) 

(11) 

v(m<n) = 1 
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III ファジィ多目的非線形計画問題

ことでは，次のよろな一般の多目的非線形計爾問題を原問題と呼ぶ。

原問題

min f(x) 

su切ectto g(.X)豆z

ここで

f(心会Cfl(.x)， f2(X) ，…， fn(X))T 

g(司会 (gl(X)，g2(X)，…， gm(X))T 

z 会 (Zl，Z2， Zm)T 

Z 会 (.Xl，X2， ，XN) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

748 

一般性を失うととなく， fi(X) > 0 (i= 1.2，…， n)， gi(X)> 0 (j= 1，2，…， 

m)， z.i>O  (j=1， 2，…， m)と仮定できるが，本論文ではさらに点(x)(i=1，2，

…， n). gi(.X) (j=1， 2，…， m)は凸関数であるという凸性の仮定を設けるとと

もに， f('x)， g(.x)の係数はすべて決定変数zに関して線形に含まれているも

のとする。との原問題に対して，次式で定義されるプアジィ化された問題につ

いて考察する。

ファジィ化された問題

min f(x) 
s 

subject to g (尚三五 z

(17) 

とこで， f(x)， g(x) は決定変数 Zに対して線形に含まれている係数がブアジ

ィ化されていることを表わしており， とれらのファジィ数は L-Rファジィ数

として解釈できる。即ち，

ん(.X)=(!'i(X) ， fi(.X) ， fi(X)hR (i=1，2，…， n) 

gf(X) = (gf(X)， gj(X) ， gi(X))LR (f=.1， 2，…， m) 

Zj =(Zi， zj， Zj)LR (j=1，2，一，m) 

とおけば，

(18) 

(19) 

(20) 
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f(x)会(/I(x)，.!2(x).….ln(X))T

g(x) 全 (gl(X)，g2(X) ，…'.長悦(.X))T

z 会 (Zl.Z2， "'， Zm)T 

として表わされる。

- 5 -， 

(21) 

(22) 

(23) 

このファジィ化された問題は，制約条件のみならず目的関数にもあいまい性

が含まれる多目的非線形計画問題であるから， 通常の多目的非線形計画問題に

対するいわゆるパレート最適解の概念をlそのまま適用するととはできない。従

って本論文では， 通常のパレート最適解の概念を拡張して， 問題に;含まれてい

るあいまい性を考慮したパレート最適解としてファジィパレート最適解の概念

を導入する。そのための準備としてJ 原問題 (12)のパレート最適解の 1つを

X
O とし，"に依存する集合 D(，，)を次のように定義する。

ことで

D(，，)会 F(τ)八G(，，)

F(，，)会 {.xjf(ゆくf(xO
) } 

G(，，)会 {xjg(x)孟 z}
との時，次の定理が成立する。

〔定理1)

0豆T豆1 (24) 

(25) 

(26) 

(24)式で定義した集合 D(，，)が 1点集合 {x*}より成るような Tが， (0.1)閉

区間で唯一蒋在する。

(証明〉

F(，，) ， G(τ〉の定義より明らかに

D( l)=F(1)八G(l)キφ

D( 0) =F( 0)八G(O)=φ

また，制約領域 A の面積を示す関数を~S(A) で表わせば. (10)， (11)式の定義

から，任意の n，n(Oくのくnく 1)に対して

o =S(D( 0))豆町D(n))豆町D(n))<S(D(1)) 

となり， S(D(τ))=否〈τ〉とおけば5は Tに関して連続かつ単調増加となるか
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ら， r>r*なる任意の Tに対して次式を満たす r*が唯一存在する。

SU*) = 0 かつま(r)>O

この時，Sの連続性から

D(r*)キφ

さらに D(r)は任意の τ(0孟τ・孟 1)に対してコンパクトであることより，

D(τ*)は1点日のみを含む点集合，即ち

D(r*) ={日 o孟円三五 1

である。 Q.E.D.

750 

定理 1の結果に基づいて，ファジィパレート最適解を次のように定義するこ

とができる。

〔定義 2)

原問題(12)のパレート最適解の 1つをがとし.(24)-(26)式で定義される集

合 D(のがあるで=刊において 1点集合以内より成る時，げをパレート最適

解 XOに対するファジィパレート最適解という。

このようにして定義されたファジィパレート最適解げは，原問題 (12)のパ

レート最適解 XOに対して目的関数空聞において常にf(x*)孟f(xつを満たし，

かつ原問題(12)の活性な制約においては g(日〉孟zを満たす。即ち，ファジイ

パレート最適解は目的と制約に含まれるあいまい性を同時に考慮しつつ，制約

を許容範囲内で犠牲にすることで目的関数を可能な限り改善した解であると言

える。

ファジィパレート最適解x*はD(τ〉の定義から次の T最小化問題 Aを解く

ことにより得られる。

T最小化問題A

mm r 
O長T三五1

subject to f(x) < .f(XO
) 

g(x)豆z

(27) 

ここで定理 1より明らかに τ最小化問題Aは実行可能であり，その解は唯一存
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以下では， 簡単のため L(x)=R(x)と仮定し， -r最小化問題Aの制約式をー

般の不等号制約式に変換しよう。

(7)， (10)式から

f(.x) < .f(XO) 〈二二〉
d--.lOο)-f(x) 
¥f(.xO

) +f(x) 
)孟T (28) 

となるが， この不等式はL-R関数の性質により次のように展開できる。

f(x) .-f(xO) +L-l(-r)・(f(約十/(x))三五O

閉じく， (8)， (11)式と，仮定 L(.x)=R(ゅより，

g(x) 三五 z <::::? L(五生三)
g(x)十 Z /一

は次のように展開できる。

g(.X)-Z-L-l( 1ーの・(g(x)+Z)豆O

(29) 

(30) 

(31) 

従って，最小化問題A は一般の不等号を用いれば，結局， 次のような T最小

化問題Bに変換される。

τ最小化問題B

mm 
0::;;:τ~1 

T 

subject to ん(x)-fi(XO)十(1一τ〉・(fバグ〉十fi(X))孟O

(i=1，2，…， n) 

gj(X) '-zJーで・(gj(X)+Zf)孟O

(j=1，2，…， m) 

(32) 

ここで， もし， L関数， R関数として max(o，1 '-Ixl)を採用すると仮定すれ

ば， τ最小化問題Bは次の T最小化問題Cに変換できる。

T最小化問題 C

mm -r 
O~'Z'三重1

snbject to fi(X)-fi(XO
)十(1--r)・くん(XO

)+.fi (x))豆O

(i=1，2，…， n) 

gl・(X)'-，zj'-'τ・(gj(X)十Zt)三五O

(j= 1，2， ""， m) 

(33) 
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IV コンプレックス法に基づく対話型意思決定手法

ファジィ多目的非線形計画問題に対しむ本論文で導入したファジィパレー

ト最適解の集合の中からDMの選好解を選ぶため， ことではコンプνックス

法(1)に基づくヒューリスティックな対話型意思決定手法を提案する。

まず，前節で定義したファジィパレート最適解を得るためには;原問題 (12)

に対するパレート最適解が必要であるが， ことでは原問題 (12)に対して次の

ような ε制約問題P1(C-1)を解く (o)ことにより求める。

ε制約問題P1(C_1)

江nn
m 

f1 (.x) 

sub.iect to 

ここで

.xExnX1(ε-1) 

X 会{.xI gj(.x)孟Z，.1=1，2，…. m} 

ふ1会 (C2.ε8，…，ん〉

X1(C-1)会{叫ん(x)孟ム，i=2.…， n} 

εー1EE1会 {ε-lIX(εー1)キφ}

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

また， (38) ここで，IIはどの目的関数であってもよいことは言うまでもない。

式はε制約問題P1(C-1)が実行可能解を持つための必要条件である。

この時， 1個のファジィパレート最適解は次のアルゴリズムにより求めると

とができる。

くアノレゴリズム 1>

step 1 ε-1の催。2，ε3，.."， εn)を設定する。

step2 step 1で設定されたふ1の値に対する ε制約問題P1(C_l)を解き，パレ

ート最適解 ，X
Oを得る。

step3 とのパレート最適解 XOに対する T最小化問題を解き， ファジィパレ

ート最適解げを得る。

本論文で提案する手法は， アルゴリズム 1で設定される εー1の空間でコンプ
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レックスを作り， 過剰鏡像を繰り返すことによりコンプレックスを縮少してゆ

き， D Mがコンプレックスの各端点に対するファジィパレート最適解をすべて

無差別とみなす時，終了する。 コンプレックス法に基づく対話型意思決定手法

は、 n目的の場合に対しては次のアノレゴリズム 2で与えられる。

くアノレゴ Dズム 2>

stepl n十 1個の初期ファジィパレート最適解を計算する。 ここで， 初期コ

ンプレックスをと1空間で可能な限り大きくとるため， 原問題の各自

的の個別の最小値により与えられる n個のパレート最適解に対して，

アノレゴリズム 1により求められるファジィパレート最適解を， 初期フ

アジィパレート最適解の一部として用いる。

step2 D Mは，得.られたファジィパレート最適解の中から最も選好しない解

f九を選ぶ。もし無差別と判断すれば， step5へ行く。

step3 f"に対応するパレート最適解をふ1空聞に正射影した点を ε51とし，

他の n個のパレート最適解の重心を;ε-1空聞に正射影した点をεE1と

して，次のような過剰鏡像を行う。 ここで αの初期値は1より大きい

イ直に設定する。

ε:'1 = (1 +α〉・ε11 ー α ・é~1 (39) 

step4 8:'1に対するファジィパレート最適解をアルゴリズム 1により求め，

それを Pとする。 DMはf"とf'の 1対比較を行い， .f'.を選好する

ならばfゐをf'におきかえて step2へもどる。そうでなければ， α+ー

α/2として step3へもどる。

step5 n十 1個の原問題に対するパνート最適解をε_1空聞に正射影し，その

重心 ε11に対するファジィパレート最適解をDMの選好解とする。

ぐ注意〉

提案した手法においては， ε制約問題Pl(8_1) を解く時の実行可能性は必ず

しも保証されていないので， もし実行不可能となった場合には，次の操作によ

りαを変化させる。
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(i) α<1の時 α←0..9・α (40) 

(ii) α>1の時 α← 1 + (α-1 )/2 (41) 

(ii)の操作を繰り返すと， αはしだいに 1に接近するので， もし 1に非常に近

い値になれば(i)の操作にもどる。

V 数値例

とこでは，前節で提案した対話型意思決定手法に基づいて作成された対話型

計算機プログラムを，数値例に適用する。まず，原問題として次のような問題

を考える。

原問題

min fl(X1，X2，XS) =x~+.X~ +X~ +lOx2-12o..xs+3625 (42) 

min /2(X1，X2，.X3) =x}+xi+バ+8o.X1.-448x2+8o.xs'十53376 (43) 

" 
min /'3(X1，X2.Xa) =x~+x~+.x~ ー斜8.X1 十 8o.xd8o.xs+53376 (44) 
s 

sub.iect to 

xî+x~+x;豆10.0. (45) 

O孟X1，X2， Xa三五 10. (46) 

この問題に対する DMの各目的と制約に対する主観的なあいまい性に基づい

て，次のようなファジィ化された問題が得られているものとする。

ファジィ化された問題

min 11 (.X1， X2， .X8) = ï ④(X~ +.x~+.xi + lOx2-.12o.xs十36:お) (47) 
s 

min .12(.X1' X2， .X3) = ï④ (.xî十X~+X~十8o.X1.-448x2+8o.xs十53376) (48) 
." 

min ]a(x1， X2， xa)=ï④(xî+x~ 十X~-'姐8.X1 十8o.X2十 8o.xs十 53376) (49) 
z 

ここで 1 = (1，0..0.3， o..o.3hR 

subject to 

l ①(xi+x~'十 X~)豆10.0.

O 三五X1，X2， Xs三五10.

(51) 

(52) 

(50.) 
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ここで

ファジィ多目的非線形計画問題に対するコシプレッ
クス法に基つく対話型意思決定手法

1宮 (1，0.04，0.04hR
100= (100， 5， 5hR 

L(.x) =R(.x) =max(O， 1-' l，xJ) 

-11ー

(53) 

(54) 

(55) 

④は Duboisと Pradeによって導入されたL-Rファジィ数に関する積の演算

子l21である。

例示のため， DMの選好構造は正確に次の効用関数 U(f1，./2， /3)で表わさ

れるものと仮定する。

U(/1， /2， fa) =--101700，/'1-ーCf2-40000) 2_  (/3 -， 45000) 2 (56) 

ここで， (56)式の効用関数の陽的な形は，前節のアノレゴリズム 2の step2，4 

において DMの選好を乙/ミュレートするためだけに用いられることに注意しょ

う。即ち， DMは2点A，Bに対して

IU(A)-U(B) Iく 3000000 (57) 

の時， 無差別であると判断するものと仮定する。 また， 原問題のパレート最適

解を得るための単一目的最小化問題 P1(ε_1)は， Lasdonらによって提案された

GRG法l6) (Generalized Reduced Gradient Method:一般縮少勾配法〉 に基づ

いて作成されたGRG2(7)と呼ばれるプログラムを用いて解かれる。さらに，パ

レート最適解.xOに対するファジィパレート最適解は， τ最小化問題Cを解くと

とにより求められる。

以下では，仮想的なDMとの対話過程を計算結果に基づきF解説し，検討を加

える。

(i) 4個のファジィパレート最適解が表示される。〈表1)

表1 初期ファジィパレート最適解

1 2 3 4 

11 2525 3825 3725 2813 

12 54276 48996 54276 52404 

13 54276 54276 48996 52404 

ここ!で， 1-3に示されているファジィパレート最適解は， 原問題の各目的関
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数をそれぞれ個別に最小化するととによって得られるパレート最適解に対応し

てL、る。

(ii) 表 1の4個の解のちち， (56)式で表わされる効用関数を持つDMは3番

目の解を最も選好しないので， ε_1空聞において過剰鏡像を行う。 αの初期値

として1.3を設定する。との時， (39)式より
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(58) 

となり，対応する E制約問題 Pl(ε_1)は実行不可能となるので.(41)式により

αを更新してパレート最適解を求め，対応する新しいファジィパレート最適解

を τ最小化問題を解くことにより得る。(表2)

表2 ファジィパレート最適解の比絞

1 新しい点 3

J

れ

ん

ん

3825 

48996 

54276 

3725 

54276 

48996 

表 2においてD Mは新しい点を選好すIるので，表1の3番目の解を新しいファ

ジィパレート最適解と入れ替える。

(iii) 以下同様にDMとの対話を繰り返し， 41回の選好評価を行うことにより

次の 4個のファジィパレート最適解を得た。(表3)

表3 最終的に無差別となったファジィパレート最適解

1 2 3 4 
.， 

f; 3065 3113 2942 2813 

f2 51456 51020 51732 52404 

fa‘ 52114 52467 52420 52404 

ここで，仮想的なD Mは (56)式に基づいてこれらの 4個の解を無差別とみな

すので，とれらの解に対応するふ1空聞における 4点の重心を求め， ε制約問題
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Pl (e-l)を解くことによりパレート最適解を得る。 とのパレート最適解に対す

あいまい性を含むDMの選好解となる。(表4)るファジィパレート最適解が，

表 4 あいまい性を含むDMの選好解

定 変 数

11 5.057 

12 6.377 

13 6.544 

とζで得られた選好解はDMの判断のあいまい性を考慮しているため， この手

法の妥当性は，本来，現実の意思決定の場に適用されることにより評価される

べきであるが， ちなみに， 原問題 (42)"，(46)に対して maxU(h， /2， /3)を
.XEX 

直接 GRG2で解いた結果(表 5) と比較しても，ヒューリスティックな方法で

しかも40回程度の選好評価しかDMに要求していないことを考慮すれば，充分

妥当なものと思われる。

表5 原問題に対する真の選好解

11 3..870 

f2 6.137 

13 6.882 

VI おわりに

一般に，多目的非線形計画問題にする意思定手法ではDMの選好に関してな

んらかの情報を必要とするが，最大の問題点は， DMの判断のあいまい性にい

かに対処するかということであろラ。本論文では， このようなDMの判断のあ

いまい性に対処するための一つのアプローチとして，すべての目的関数と制約

条件にD Mの判断のあいまい性を反映させたいわゆるファジィ多目的非線形計

商問題を定式化し， さらにコンプレックス法に基づくヒューリスティックな対
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話型意思決定手法を提案した。こ ζ で定式化された問題では， DMのあいまい

性はL-Rファジィ数として表現されているが， とのDMの判断のあいまい性

はファジィパレート最適解の概念を導入することにより考慮されており， DM 

はn十1個のファジィパレート最適解に対する選好評価を行うだけで彼の選好

解を得ることが可能となる。また，提案した手法の妥当性を検討するために，

仮想的なDMを仮定した数値例への適用を試みたが，本来，その有効性及び妥

当性は，現実の意思決定を行う人々と協力した応用例の実行により評価される

べきものである。最後に，提案された手法では， DMの判断のあいまい性がす

べての目的関数と制約条件に反映されていることを前提としているが， DMの

もつあいまい性が常にこのように表現できるとは限らない。従って，今後，さ

らに多目的非線形計画問題に対するDMの判断のあいまい性をより適切に表現

するための工夫が望まれる。
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